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内 容 e I 
O 本 书 是 “世界 数学 名 题 欣 赏 丛书 ”之 一 。 Pa 


“夺回 题 是 1850 年 科 克 曼 提 出 的 ， BIN ETE OS A 
“学 区 组 设计 前 一 大 难题 。 女生 问题 与 BIB、 斯 坦 纳 系 、 


RBIB 和 科 克 曼 系 都 有 直接 联系 。 本 书 引 用 较 多 资料 ， 
系统 介绍 这 方面 研究 的 历史 和 现状 ， 特别 是 首次 引用 车 
名 组 合 学 家 陆 家 装 在 60 年 代 初 给 出 的 RES SE cA [SRL 
解 ， 介 绍 了 他 的 重大 科研 成 果 。 本 书 从 一 个 世界 著名 的 
数学 游戏 出 发 ， 曾 述 了 区 组 设计 的 一 些 基本 知识 ， 把 历 
史 性 、 知 识 性 和 趣味 性 熔 为 一 炉 ， 可 供 大 ， 中 学生 及 广 


大 数学 爱好 者 阅读 。 


Summary 


This book is one of “A Serie of Wo- 
rld Famous Mathematics-Appreciation” , 
The Kirkman's schoolgirl problem was po- 


sed by T, P, Kirkman in 1850, its existe- . 


nce is one of the famous problems in blo- 
ck design of combinatorics, the schoolgirl 
problem is closely relaied to the BIB, 

Steiner systems, RBIB and Kirkman sys- 
tems, This book systematically introduces 
the history of these problems and present 

condition, particularly quotes the solution 
of Kirkman's schoolgirl problem by the 

famous combinatorician Lu Jia-Xi in 1961 
—1965, and introduces his important res- 
ults, It proceeds from the well-known ga- 
me of Nim and expounds some elementary 
knowledge of block design, The historical 

| taste, knowledge and interest are mixed 

together, It serves colledge students, mi- 
ddle school students and vast numbers of 

lovers of mathematics, 
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组 合 数学 是 一 门 十 老 而 又 年 轻 的 数学 分 支 ， 
它 的 起 源 可 以 追 洲 到 人 类 初期 计数 的 努力 。 中 国 
是 早期 组 合 学 思想 的 发 祥 地 ， 我 们 的 先 人 具有 处 
理 离散 问题 的 高 超 本 领 。 近 三 十 年 来 ， 由 于 计算 
机 科学 的 发 展 ， 促 使 这 一 十 老 的 PARE TE 
春 ， 颖 开 满 树 繁花 ， 向 世人 展示 了 迷人 的 魅力 。 
E, SIBGOGEASE—R. RAKKE 
KE EH RAE E: 523233. P ^ HE 35 3f 
坦 纳 三 连 系 大 集 问 题 等 的 产生 、 发 展 和 解决 的 万 
Rat 

学 史 表 明 ， 科 学 对 向 她 提供 有 价值 思想 的 
LRARERTARAARE AAMA ENN 
RAT, ARARURKÄRTR, RARHAR 
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ZEST, HARARHERNN, MESE, 
RAMA, PRR Re EAB EM OA 
HAEA, ARE eR, ARAT AY X 
化 和 历史 背景 ， 但 都 出 生 于 普通 人 家 庭 ， 没 有 受 
过 大 学 数学 的 专门 教育 。 靠 着 他 们 的 勤奋 ， 无 闫 
自 通 ， 自 学 成 村 ， 对 科学 作出 了 杰出 的 贡献 。 
US ERE Ra ME TIE PES PTS 
于 对 数学 强烈 的 兴趣 和 执著 的 追求 。 

Je y YN KK RE MUENEN FE 
星 。 他 曾 走 过 了 一 条 荆棘 丛生 的 道路 ， 他 的 名 字 
载 入 了 史册 。 人 们 对 他 二 十 五 年 不 被 理解 的 车 斗 
终 会 渐渐 淡漠 。 是 的 ， 人 类 要 为 科学 的 胜利 付出 
代 帘 ， 为 子 新 菠 能 破土 而 出 ， 多 少 优秀 的 人 们 兹 
献 了 自己 的 生命 。 当 际 老 师 浙 世 六 周年 之 际 ， 诞 
以 这 本 小 书 寄托 作者 深切 怀念 之 情 。 | 

作者 从 事 科学 史 工 作 ， 从 中 学 时 db 爱好 数 
学 ， 受 到 陆 老师 之 死 的 震动 而 进入 研究 组 合 设计 
史 的 领域 ， 想 搞 清楚 问题 的 来 万 去 脉 、 难 度 、 科 
T3733 ME SSA, LHS, 
FAHRER. HERM ZA, Sn 
于 较 多 的 资料 ， 有 的 是 陆 老 病 遗 文 ， 有 的 通过 卫 
屋 取 自 美国 Dialog 信 息 库 ， 有 的 驾 转 取 自 国外 学 
”省 未 发 表 的 文献 目录 。 希 望 有 心 的 读者 参考 所 本 
AM, CRAG Re 
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作者 对 苏州 大 学 吴 利 生 教 授 、 河 北 师 院 康 庆 
BARRE ACTU, HERE X 人 张 淑琴 E 
生 、 中 国 科学 院 合 肥 计 算 中 心 顾 同 新 副 研究 员 所 
提供 的 研究 资料 表示 感谢 。 | 

本 书 错漏 不 当 之 处 在 所 难免 ， 深 望 读 者 不 吝 
指正 。 


罗 见 今 
1989F ER MER 
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BE Eo ce cce soc scecesscecsscee ees enn tht het sensusoes ee 
一 、 从 中 国 Nim 游 戏 谈 超 m 
一 、 组 合 数学 与 区 组 设计 简介， 
=, BEE TEXAS DIC BEEN 
U, XIXOSBER RED BEBE ees 
五 、 有限 域 和 有 限 射 影 平 面 的 应 用 ……' 


六 、 斯 进 纳 系 和 斯 坦 纳 三 连 系 … 
、 斯 坦 纳 三 连 系 和 斯 坦 纳 系 的 
构造 方法 … - 


^. BESAARZ-TLERS-e T 
fu. Ge: PO EE REESE 
十 、 斯 坦 纳 系 的 相交 性 问题 …………… 
十 一 、 不 相交 斯 坦 纳 三 连 系 大 集 定理 …… 
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tZ, KRFNIMA X UuNim- gs 9-159 
SOESICETI EDI ESCE3 E: 
可 分 解 平衡 不 完全 区 组 的 构 | 
造 方法 ， el 
ER 0 
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qe 


在 我 国民 间 ， 流 传 善 一 种 二 人 数学 游戏 。 它 
的 规则 是 ， 有 kk>3 堆 物 件 ， 两 人 轮流 从 中 
拿 了 到 ， 每 次 限于 拿 其 中 的 一 堆 ， 至 少 取 一 个 ， 至 
多 取 一 堆 ! 最 后 一 个 轮 谁 取 谁 负 (或 胜 ) 。 这 种 
WR, A k= 3 时 最 基本 、 最 有 趣 ， 北 方 流行 的 
名 称 叫 散 “ 抓 三 堆 ”， 南 方 粤 语 叫 “ 拧 法 ”， 又 
5 ME’ 国外 称 它 为 Chinese game of Ni- 
m°, RÆ simple game of Nim'" ,或 者 Fan 
Ten, skeet Nim”, Fan Tan 就 是 “ 翻 
H ，Nim 就 是 “ 拧 法 ”， 都 暗示 了 这 种 游戏 源 
于 中 国 。 这 样 说 ， 并 不 是 望 文生 义 ， 尽 管 迄 今 沿 
未 从 我 国 古 文献 中 发 现 有 关 它 的 记载 ， 然 而 有 根 
据 认为 ，Nim 是 我 国 古代 流传 至 今 的 游戏 ， 现 已 
饥 及 全 世界 ， 并 引起 了 数学 界 的 兴趣 与 重视 。 按 
照 我 国 方 代 的 传说 ， 数 学 游戏 一 类 89 SHE 
3°, BUNETEDER XE 之 Ms BOER 
R, “SREZAR, NE” , REAR 
ix. BL, m “BR” RR, MULES, 
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风 、 子 、 集 中 国 下 详细 记录 录 是 可 以 理解 的 。 然 
Ti. 伴随 着 计算 机 科学 的 凯 起 , 离散 数学 、 组 合 数 
学 和 图 论 获 得 了 迅猛 的 发 展 ， 当 人 们 以 一 种 全 新 
的 观点 回 过 头 去 观察 古代 的 游戏 时 ， 人 们 吃惊 地 
发 现 那 里 边 包 含 了 许多 现代 数学 深奥 的 道理 。 
无 怪 乎 美国 数学 家 布 鲁 尔 迪 说 : “组 合 数学 发 源 
于 数学 消 遗 和 游戏 。 无 论 为 了 消 进 还 是 由 于 它们 
的 美学 兴趣 ， 过 去 所 研究 过 的 许多 问题 对 于 当代 
的 纯粹 科学 或 应 用 科学 都 是 非常 重要 的 。” “从 
数学 游戏 开始 居然 能 发 展 成 一 门 深刻 的 现代 数学 
分 支 ， 这 是 许多 玩 过 数学 游戏 的 人 们 始 料 不 及 的 
Ui 本 书 训 是 企 图 用 这 样 的 观点 ， 同 这 头 来 看 看 
“ 抓 三 堆 ” 的 游戏 。 

假定 上 述 规 则 确定 为 “最 后 一 MEREK, 
那么 ， 经 过 若干 次 试验 ， 运 用 逻辑 推理 和 数列 的 
知识 ， 可 以 发 现 一 些 规律 。 把 三 淮 的 数字 记 作 
{x,y 2, 它们 是 不 同 为 零 的 非 负 整数 , BR, 
{0,0,1} 和 《1,1,1) 的 局 面 谁 取 谁 负 ; 同样 易 知 ， 
(n, 0, n) (>1) 的 局 面 也 是 谁 取 谁 负 ， 当 ?= 、 
2, 对手 取 1， 你 取 2， 对 手 取 2， 你 取 1; Yn 
>2, 对 手 不 论 取 多 少 ， 只 要 不 余下 1 ， 你 就 到 出 
和 他 相同 的 数目 ， 最 后 必然 出 现 {2,0,2) 的 格局 
留 给 对 手 。 
| 在 三 个 数字 中 最 小 数 为 1 时 ，1 创造 {1，2%， 
2n+1} 的 格局 是 制胜 的 ， {1，2%， 2n—1) BUR 
| ERSCAUE. WARMER, dE RIPE 


一 、 从 中 国 Nim 游 戏 谈 起 5 
RE: 取 第 1 堆 之 1， 你 可 取 第 3 堆 之 1 ， 造 成 
(n, 0, n), WERK HFRS 2 HE, HER 
留 下 0 ，1， 你 可 从 第 3 堆 里 仿照 他 取 多 少 ， 你 
就 取 多 少 ， 这 样 仍 保 持 1，282，272+1T} 格局 不 
变 ， 对 手 取 第 3 堆 时 ， 你 的 对 策 类 似 上 法 。 于 
是 ， 我 们 可 以 得 到 制胜 方案 : 
(0,0,1) 
(1,1,1)(2,0,2)13,0,3)2(4,0, 4) 
{1,2,3}3{2,1.3}1(3,1.2}44,1,5} 
{1,4,5}{2,4,6}{3,4,7}{4,2,6} 
{1,6,7}{2,5,7}{3,5,6}{4,3,7} 
{1,8,9}(2,8,10}(3,8,11}{4, 8,12] 
{1,10,11}{2,9,11}{3,9 ,10) (4, 9 ,13} 
{1,12,13}{ 2 ,12,141( 3 ,12,15] (4 ,10, 14] 
(1,14,15)(2 13,15) (3,13, 14) (4 ,11, 15) 


(5,0,5316,0,6)1(7,0, 1) 
{5,1,4346,1,7}{7,1,6} 
(5,2,7)1(06,2,4317,2,5) 
{5,3,63{6,3,53{7,3,4} 
{5,8,13}{6,8,143{7, 8,15) 
(5,9,12}{6,9,153{7, 9,14} 
{5 ,10,15}{6 ,10,12}{7 ,10,13) 
(5,11,14)(6 ,11,133 (7,11, 12) 


LES EI I REE btt 2 ee tte 804649 ear 
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PHE Ib 8H & FISHER HAARA: 
{1, 2n, an+1}, {2, an, 4n+2}, 
(2, 4n+1, 4n +3}; 
(3, an, 4n+3}, (3,4n*1, m2)! 
(4, gn, 8n -4), (4,8n 1,80 -5]» 
(4, 8n +2, 8n+6}, | 
(4, 8n «43, 8n 4 7), 等 等 。 

除 {0,0,1} 和 第 一 行 之 外 ， HI 中 横 线 以 上 
的 各 组 (我们 称 为 三 元 组 都 是 重复 出 现 的 ， 依 
自然 数 顺 序 ， 不 难 找 出 各 列 三 元 FEI WE 
样 ”> ， 从 而 把 这 个 数 表 向 下 方 、 回 右 N 编排 下 
去 ， 因 而 全 部 方案 ， 都 是 已 知 的 了 。 

但 是 ， 这 种 结果 除了 较 繁 之 外 ， 它 没有 揭示 
游戏 的 数学 本 质 ， 也 没有 回答 为 什么 能 够 制胜 的 
原因 。 当 你 没有 掌握 它 的 规律 时 ， 你 不 可 能 手 拿 
一 张 数 表 同 你 的 朋友 去 作 这 游戏 。 那 样 做 不 仅 
于 对 方 不 公平 ， 而 且 显得 你 自己 并 不 聪明 。 事 实 
上 ，Nim 发 展 的 历史 也 告诉 人 们 ， 正 由 于 它 的 规 
则 十 分 简单 ， 但 要 掌握 一 种 简便 的 制胜 方法 却 不 
容易 ， 这 就 激励 人 们 在 反复 的 试验 中 寻找 它 。: 

Nim 具 有 悠久 的 历史 ， 它 是 古代 博 奕 思想 遗 
留 至 今 的 样本 。 一 位 美国 研究 者 认为 ，Nim 是 世 
界 上 最 古老 的 游戏 , 它 起 源 于 几 千年 前 的 东方 。 
最 早 传 到 西方 的 Nim 用 最 简单 的 材料 十 几 堪 石 
子 ， 通 常 所 成 3 A, 5I, RI, 5,7 
三 堆 。 游 戏 规则 同上 记述 ， 最 后 一 件 谁 取 谁 负 ， 
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现在 叫做 LPL (Last player losing) 型 Nim。 流 
传 到 西班牙 的 Nim， 最 后 一 件 谁 取 谁 胜 ， 现 在 出 
做 LPW (Last player winning) Nim, EX 1 
中 第 1 列 前 两 个 数组 换 成 《1 ，0 ，1} ， 就 是 
LE 型 Nim 的 制胜 方案 ， 可 知 两 者 之 间 没有 本 
质 的 区 别 。 

也 许 有 人 会 问 ， 既 然 西 方 学 者 也 认为 Nim 源 
于 东方 ， 源 于 中 国 ， 那 么 为 什么 称 为 Nim 呢 ? BR 
了 上 述 Nim 就 是 “ 拧 法 ”的 推测 之 外 ， 有 必要 从 
语源 学 的 角度 追溯 它 的 根源 。Nim 是 一 个 英语 古 
动词 ， 不 见于 一 般 英文 字典 。 《牛津 英语 词典 》 
Ei: aim “大 多 数 应 用 同 后 来 的 动词 m, NU 
(take， 源 出 斯 堪 的 纳 维 亚 语 ) 的 各 种 含义 相 一 
致 ，15 世 纪 之 前 一 直通 用 ，16 世 纪 的 文献 中 只 留 
下 了 它 很 少 的 足迹 ， 但 在 1600 年 后 它 突然 间 变 成 
了 一 个 堡 语 或 俗语 ， 意 为 小 偷 小 摸 (to steal, 
filch，pilfer) 。 整 个 17 世 纪 ， 这 一 用 法 非常 流 
1j." ?" 在 nim 即 take 的 意义 上 ，Nim 转化 为 一 
类 数学 游戏 的 名 词 。《 韦 氏 新 国际 辞典 》 对 Nim 
的 解释 说 ， “将 算 筹 (counters) 摆 成 一 堆 或 若干 
堆 ， 每 堆 的 数目 是 商定 的 ， 游 戏 双 方 轮流 从 中 抽 
取 一 银 或 若干 根 ， 目 的 在 于 取 到 最 后 一 根 筹 ， 或 
迫使 对 手 取 到 它 ， 或 以 取 到 筹 数 的 多 少 论 胜 
负 。 7 (3 

语源 学 的 根据 似乎 给 我 们 以 启迪 : Nim fe 
为 数学 游戏 的 名 称 ， 在 西方 不 迟 于 15 世 纪 ， 所 用 
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WARNS, 筹 得 或 筹码 ， 它 的 玩 法 不 止 一 
种 。 不 少 人 称 它 为 “ 火 紫 游戏 ”， 只 是 近代 的 时 
法 ， 说 明 近 人 取 用 火柴 之 便 ， 尚 不 如 称 为 “ 算 筹 
游戏 ” 考 之 有 据 。 至 于 有 人 说 福建 、 台 湾 一 带 闽 
语 中 “ 拿 取 ”一 词 发 音 为 nim， 可 能 由 此 流传 国 
外 ， 我 们 却 无 法 断定 五 百年 或 七 、 八 百年 前 韶 语 
中 nim 之 音 代表 什么 意思 ， 也 无 法 考证 它 是 如 何 
流传 出 去 的 ， 又 是 怎样 变 成 了 英语 外 来 词 的 。 还 
”有 资料 记载 "， Nim 在 19 世 纪 末 叶 开 始 传 入 欧 
” 洲 ， 这 是 不 确切 的 。 实 际 上 19 世 纪 末 已 经 有 组 合 
数学 家 对 Nim 进 行 了 研究 ， 例 如 穆 尔 (E,H. Mo- 
ore) 提出 了 一 种 了 Nim, 成 为 图 论 Nim 型 对 第 
第 三 定理 的 主要 例子 。。 | 
< NAAR, Nimd MART IO. SER 

oR, RAR, qd AR 
下 能 揭示 正确 取 法 的 一 般 原 则 。1901 年 ， 美 籍 法 
国 数学 家 布 顿 (C。L. Bouton) 成 功 的 一 一 他 用 一 
种 精巧 的 分 析 方法 ， 找 到 了 一 个 非常 简单 的 原 
则 ， 任 何人 都 能 应 用 。 用 这 个 原则 能 使 你 知道 昭 
是 负 局 ， 哪 是 胜局 ， 以 及 在 后 一 种 情况 下 如何 芭 ， 
才能 保证 获得 最 后 胜利 。 我 们 先 来 看 , 现 EEM 
Nim Fk, MIERAM, ERIS A, 
11, 22, 29, 用 二 进 制 数 表示 出 来 。. 
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(112,5 C 1011), 

(22), 7 C10110), 

(290, 2 C11101)..- 
| 00000 . 
上 式 所 进行 的 运算 是 一 种 特殊 的 加 法 ， 即 1+1= 
0,1+0=1,0+0=0. 只 要 照 此 办 理 吉 出 来 的 和 为 
0， 那 么 不 管 下 一 位 轮 到 谁 来 取 ， 也 不 管 他 采用 
任何 一 种 取 法 ， 等 待 他 的 必然 是 失败 (当然 前 者 
须 保证 步 步 不 错 ) 。 这 样 的 加 法 在 数学 上 呀 “点 
加 ”或 “ 模 2 加 ”， 所 得 之 和 叫 “ 点 和 ? R 
尔 和 ”， 在 研究 群 、 环 、 域 的 近世 代数 或 逻辑 代 
数 中 很 有 有 用。 如果 点 和 不 为 6， 那么 轮 谁 取 ， 淮 ] 
_ 便 交 了 好 运 w 正 确 的 取 法 只 有 一 个 > Re OM 
保持 三 数 点 和 为 0 ， 这 一 难堪 的 局 面 仍然 电 给 他 下 从 
的 对 手 一 文 来 还 要 证 明正 确 取 法 的 唯一 性 。 qua 
这样， 古代 的 游戏 变 成 了 一 个 漂亮 的 数学 问 34 
题 的 解 。 但 是 作为 一 种 游戏 ， 却 被 破坏 无 遗 ， 因 如 ay 
为 假定 双方 都 掌握 了 破解 原则 ， 游 戏 胜 负 一 望 即 ~ 
知 ， 就 变 得 索然 无 味 了 。 事 情 到 此 似乎 已 全 部 绪 T, 
束 。 然 而 ， 出 人 意料 的 是 ， 志 界 上 真有 这 样 佼 义 - 
的 人 ， 他 路 网 不平 ， 挺 身 而 出 ， 向 布 顿 的 研究 结 
果 提 出 挑战 ， 他 就 是 丹 才 作家 、 科 学 家 和 发 明 家 
EM 海 因 (Piet Hein), 他 以 复兴 Nim 为 己任 ， 
力图 归还 Nim 作 为 一 个 不 可 征服 的 游戏 的 古老 尊 
严 ， 他 对 Nim 所 作 的 改变 将 不 减弱 原则 的 简易 
性 ， 并 在 布 顿 分 析 所 及 的 范围 之 外 。 


ume 
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Nim 的 确 是 数学 游戏 中 的 皇后 ， 西 方 数 学 家 
开玩笑 地 把 布 顿 的 分 析 称 作 “ 行 刺 ” 事 件 。 到 本 
世纪 50 年 代 ， 皮 特 . 海 因 大 功 告 成 ， 他 完成 了 自 
己 确 定 的 这 一 离奇 而 困难 的 任务 。 最 难 的 是 保留 
游戏 规则 的 简易 性 ， 同 时 应 使 布 顿 的 分 析 方 法 对 
这 个 新 的 Nim 失 效 。 皮 特 + 海 因 的 新 Nim 由 加 德 
纳 (M。Gardnen) 写成 一 篇 文章 在 《科学 的 美国 
人 》 杂 志 上 发 表 ， 并 收入 他 的 一 本 关于 数学 谜 题 
与 游戏 的 书 中 中 。 在 二 十 年 的 时 间 里 ， 数 学 家 们 
企图 破解 新 Nim， 努 力 去 找 一 个 一 般 的 原则 ， 它 
将 适用 于 具有 可 变数 字 的 所 有 Nim 变 型 ， 一 如 布 
. 疾 对 可 敬 的 原 Nim 所 作 的 分 析 那 样 。 但 是 ， 他 们 


o 的 势力 迄今 为 止 都 是 徒劳 的 "。 BER HA 


“的 研 针 是 如 此 之 彻底 ， 它 将 永远 保证 Nim 作 为 

… ”种 游戏 的 历史 地 位 。 | 

COO 美 于 Mim 的 历史 和 解法 的 初步 讨论 到 此 先 千 

“ “一 禾 沙 ， 必 为 本 书 的 引子 ， 在 狼 述 完 FBS 
后， 我 们 将 会 发 现 ， 表 1 抓 三 堆 Nim 制 胜 方 案 

^O", ABR FMEA 〈 共 35 个 ) ， 检 从 是 
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二 、 组 合 数学 与 区 组 
Bury 


3 


科 克 曼 女 生 问 题 是 组 合 数学 区 组 设计 中 的 一 
个 世界 名 题 。 在 介绍 女生 问题 之 前 ， 有 必要 对 它 
产生 的 这 一 学 科 分 支 作 一 概略 的 介绍 。 

组 合 数学 是 离散 数学 (discrete mathema- _ 
tics) “大 家 庭 ” 的 主要 成 员 之 一 。 所 谓 数 学 是 
离散 的 ， 主 要 是 说 它 的 研究 对 象 不 是 连续 (co- 
ntinuous) 的 ， 以 区 别 于 以 分 析 学 为 基干 的 连 
续 数 学 。 本 世纪 40 年 代 以 来 ， 受 到 计算 机 科学 迅 
速 发 展 的 刺激 ， 离 散 数学 以 前 所 未 闻 的 势头 膨胀 
”起 来 ,同时 又 推动 了 计算 机 科学 的 研究 ,并 且 别 开 
生 面 地 人 向 社会 科学 领域 渗透 。 如 果 说 ， 经 典 的 连 
续 数 学 经 过 了 三 百年 的 发 育 ， 已 形成 构架 完美 、 
羽翼 丰满 的 体系 ， 那 么 ， 现 代 离 散 数学 成 为 引 人 
注目 数学 家 族 ， 才 不 过 是 近 三 十 年 的 事情 。 然 
而 ; 如 果 追 溯 它 的 历史 、 可 以 说 ， 人 类 早期 的 数 
学 认识 是 从 离散 对 象 开 始 的 ， 原 始 数学 思想 的 萌 
葡 ， 如 从 计数 时 代 算 起 ， 少 说 也 有 三 千年 了 。 所 
以 ， 癌 散 数学 具有 您 久 的 历史 ， 是 整个 数学 发 展 
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的 珍贵 的 源泉 。 


组 人 台数 学 正 是 这 样 一 门 古 老 而 又 新 颖 的 数学 


分 支 。 有 数学 察 认为 :世界 上 还 没有 这 样 一 门 数 
学 ， 它 的 历史 象 组 合 数学 这 样 您 入 ， 而且 它 对 现 
代 各 门 科学 的 应 用 象 组 合 数学 这 样 广泛 而 深入 。 
人 们 不 禁 要 间 ， 什么 是 组 合 数学 ? 它 应 用 怎样 的 
方法 、 研 究 什 么 问题 ? 它 有 什么 用 处 ? 

组 合 数 学 (Combinatorial mathemati- 
cs) EHe ( Combinatorics) .组 合 论 (C- 
ombinatorial theory), HAAY (Combi- 


natorial analysis)。 这 个 名 称 , 最 早 是 德国 数学 


家 莱 布 尼 BE (1646—1716) 在 1666 年 首先 使 用 
Ko KEK H4" 是 数学 学 科 的 专 有 名词， 区 
别 于 广义 的 “组 合 ?” (例如 线性 组 合 、 工 业 组 合 


等 ) ， 也 区 别 于 狭义 的 、 作 为 数学 名 词 的 “组 
合 2 (Combination, Dad R PRATT 


不 同 取 法 的 总 数 ) 。 
页 于 组 合 数学 现在 正在 迅速 发 展 之 中 ，， 和 许 
多 数学 分 支 均 有 交叉 ， 所 以 很 难 下 一 个 精确 的 定 


Xs 国内 外 学 者 所 下 定义 也 不 一 致 ,但 大体 米 
说 ， 组 合 数学 是 研究 离散 对 象 一 般 是 有 限 个 ) 
.在 襄 沈 给 出 的 约束 条 件 〔 即 规则 ) 下 如 何 进行 安 ， 
排 或 配置 的 数学 “。 如 果 把 有 限 个 离散 对 象 看 成 


一 个 集 台 ， 那 就 是 要 研究 按 条 件 排 成 一 些 子 集合 
的 方法 。 要 回答 如 下 的 问题 ， 一 、 条 件 是 合理 


的 ， 安 排 是 可 行 的 ， 在 这 种 情况 下 ， 这 样 的 安排 


=. iniu a 组 讼 计算 介 .. 15. 
有 和 多少 种 ?这 叫做 “计数 ”问题 上 RRA | 
知 条 件 是 否 合理 或 后 来 条 件 改 y SS 
安排 是 否 是 可 行 的 ? 这 叫做 “ 存 在 性 ”问题 。 
三 、 当 存在 性 被 证 明 时 ， 如 何 具体 地 设计 出 这 种 
安排 ? 这 叫做 “ 检 造 ”问题 。 四 、 在 实际 应 用 
中 ， 往 往 还 需要 找到 安排 的 最 佳 方案 ， 这 叫做 
4 优化 ”问题 ”。 组 合 数学 可 以 划分 成 计 数理 
论 、 算 法 理论 、 区 组 设计 和 图 论 等 部 分 。 图 论 的 
发 展 有 独立 的 趋势 ， 现 在 讲 组 合 数 学 ， 有 了 时 不 包 
括 图 论 。 | 
组 合 数学 与 代数 学 年 阵 论 ,近世 代数 等 ) | 
数论 、 概 率 统计 、 函 数论 ,拓扑 学 ,对 策 论 、 线 性 
规划 等 有 交叉 ， 可 以 认为 它 是 代数 学 的 分 支 或 边 
毕 学 科 。 美 国 代数 学 家 柏 克 霍 夫 (G .Birkhoff) 
认为 它 主要 是 研究 离散 对 象 的 “关系 结构 ”, 而 
经 典 抽象 代数 研究 的 是 象 群 、 环 、 域 这 样 的 “ 系 
统 结构 ”。 他 在 《 代数 发 展 的 趋向 》 (1973) 一 
书 中 说 ，“ 代 数 发 展 的 主流 是 系统 结构 的 研究 将 
让 位 于 关系 结构 。” 按 他 的 看 法 ， 组 合 数学 代表 
”了 代数 发 展 的 趋向 ， 处 于 主流 地 位 。 
一 般 数 学 工作 者 认为 ， 组 合 数学 属于 应 用 数 
学 的 范畴 ， 因 为 它 可 以 应 用 到 计算 机 科学 、 空 间 
技术 、 人 工 智能 、 信 息 处 理 、 编 码 通讯 、 物 质 结 
构 、 物 理学 、 化 学 、 生 物 学 、 遗 传 工程 、 实 验 设 | 
计 、 国 防 工业 以 及 经 济 学 、 管 理科 学 、 生 产 过 程 
控制 、 交 通 运输 等 几 十 个 领域 ， 仅 在 数学 家 族 


Sx 
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内 ， 它 已 渗透 到 上 述 交叉 学 科 以 及 微分 方程 、 数 
值 分 析 、 格 论 、 模 糊 数 学 、 线 性 代 数 、 流 形 理 
论 、 拟 群 、 射 影 几 何等 二 十 多 个 分 支 之 中 ， 与 计 
算 机 科学 相 结合 ， 与 计算 数学 相 结 合 ， 大 力 开展 
应 用 研究 并 向 多 学 科 渗 透 ， 体 现 了 组 合 数学 发 展 
的 倾向 。 它 从 新 技术 的 开发 中 获得 动力 和 发 展 空 
间 ， 使 自身 的 理论 体系 不 断 下 于 完善 ， 所 以 也 有 
人 认为 它 是 计算 机 科学 的 组 成 部 分 ， 也 是 不 无 首 
ETE 

组 合 数学 的 特点 之 一 是 历史 性 、 趣 味 性 很 
强 . 戴 维 德 和 巴顿 CDaivid & Barton) 在 《组 
ALL) (1962) 一 书 的 开头 就 举 出 23 个 数学 洲 
“ 戏 和 古典 问题 。 许 多 著名 的 难题 吸引 了 一 代 又 一 
代数 学 家 的 兴趣 ， 如 区 组 设计 中 正 交 拉 丁 方 、 欧 
RE (36 军 官 问题 ) 、 科 克 曼 女 学 问题 ， 图 论 
中 的 四 色 问 题 、 货 朗 担 问题 等 等 ， 有 的 迄今 尚未 
解决 。 它 的 第 二 个 特点 是 涉及 离散 对 象 的 问题 五 
花 八 门 ， 带 来 解决 方法 的 多 样 性 ， 闪 题 而 异 ， 不 
- 掏 一 格 。 组 合 数学 研究 关系 结构 ， 是 解决 事理 科 
学 问题 的 得 力 工具 ， 虽 然 它 的 还 论 和 方法 已 初步 
形成 体系 ， 但 同 分 析 学 比较 起 来 还 不 够 成 熟 。 后 
者 是 研究 解决 物理 科学 问题 的 得 力 工具 。 这 样 ， 
组 合 数学 伴随 着 计算 机 进入 社会 科学 领域 的 一 些 
办 公 室 ， 充 当 了 秘书 和 参谋 的 角色 。 现 并 组 合 数 
学 大 量 应 用 近世 代数 、 和 矩阵 论 与 数论 的 工具 ， 使 
问题 的 提 法 和 处 理 方法 表现 出 极 大 的 一 般 性 ， 这 
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使 得 理论 上 的 抽象 性 带 来 了 应 用 上 的 普遍 性 。 ^ 
外 * 适 应 计算 机 科学 发 展 的 现状 .趋势 和 要 求 ， 注 
重 方法 的 可 行 性 和 程序 化 ， 也 是 它 的 一 个 特点 。 

”区 组 设计 (block design), fii FAHBD ,或 称 
组 合 设计 ， 或 简称 设计 ， 就 是 按照 规定 的 要 求 安 

排 某 些 事物 到 一 定 的 集合 (这 里 称 为 区 组 ) 之 
中 。 例 如 相 蜡 代表 组 (system of distinct rep- 
resentatives), 可 简 记 为 SDR。 从 原 有 的 每 个 
集合 中 选取 一 个 相 蜡 元 素 为 原 有 和 集合 的 相 异 代表 
组 。 并 非 任 何 情 况 下 都 能 产生 SDR 的 ,如 4 = {1 
4}, A= (l, 2, 3, 4, 5), As= Y, A,= UU, 
4), WAMA Ar, As, 4, 中 无 法 选 出 相 蜡 代表 
组 来 。 于 是 相 异 代表 组 定理 就 给 出 在 一 般 情况 下 
存在 SDR 的 充 要 条 件 ; BRAS BAA, 
Ai» ,4,， 则 由 这 些 集合 能 产生 一 个 SDR 的 充 要 
条 件 是 ， 其 中 任意 个 集合 (X= 1，2， weg on) 
的 并 集 都 至 少 包含 上 个 相 异 元 素 。 这 个 定理 对 区 
组 设计 、 图 论 都 很 有 用 ， 它 本 身 也 可 以 认为 是 菜 
一 类 设计 的 研究 。 

有 一 类 区 组 设计 的 问题 ， 可 应 用 有 限 域 的 概 
2, SOBA PLA. OAR TT. EEE, dB 
交 诸 关系 的 适当 安排 。 幻 方 、 拉 丁 方 、 罗 姆 方 
等 ， 与 我 们 所 要 讨论 的 平衡 不 完全 区 组 设计 都 是 
设计 的 重要 内 容 。 

AT GQUBTZIZI ERAI) ， 是 将 一 个 正方 
形 分 成 :个 格 ， 并 填 入 前 个 自然 数 的 某 种 配 
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车， 使 其 中 每 行 、 每 列 、 两 条 对 角 线 上 的 和 均 为 


Sa (n+l) 。 如 所 周知 ， 中 国文 化 史上 具有 重 


要 影响 的 “ 洛 书 ” 是 世界 土 三 阶 幻 方 最 古老 的 例 
证 59 。 在 组 合 数学 界 影响 较 大 的 一 AB, RE 
(H.J.Ryser) 所 著 的 《组 合 数学 ) 的 第 1 页 ， 
开门 见 山地 写 道 ，“ 组 合 数 学 、 也 称 为 组 合 分 析 
或 组 合 学 ， 是 一 门 起 源 于 古代 的 数学 学 科 。 据 传 
VPE E (AA \ 元 前 2200 年 ) 在 一 个 神 多 

背 上 观察 到 纵横 图 ， 

4 9 2 
3 5 7 
8 1 6j DM 
yen OYE edt bas ran 
幻 方 发 展 的 历史 ， 可 以 写本 厚 厚 的 书 。 E 
ABT WF 多 列 尔 幻 方 。 多 列 尔 是 16 


世纪 的 数学 家 和 艺术 家 ， 在 他 — CEU CR 
BDE, WHT, REA TH SCH 8 


14, BAR Vc n ERY AER wo | 
16 3 2 13 | 

8 10 11 8 

9 6 7 12 
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幻 方 有 多 方面 的 现代 研究 ， 它 的 一 种 站 交 的 实数 
类 比 叫 双 随机 甜 阵 ， 应 用 它 可 以 找 出 达到 最 佬 经 
济 效 益 的 多 因素 配置 方案 。 除 了 素数 幻 方 、 级 数 
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幻 方 、 重 幻 方 ( 不 仅 行 、 列 、 对 角 线 的 和 一 定 ， 
而 且 它 们 的 积 也 为 一 定 信 ) 等 之 外 ， 还 向 三 维 、 
多 维 发 展 ， 研 究 幻 体 的 构 作 ， 特 别 应 当 指 出 的 是 
”创造 了 广义 幻 方 ， 它 是 一 个 由 非 负 整 数 《 不 必 相 
R) 组 成 的 gxy 乍 阵 ， 其 原 有 的 行 之 和 与 列 之 和 
都 等 于 一 个 事先 约定 的 数 亏 。 比 如 下 =15 的 3x 3 
幻 方 即 治 书 ， 当 n= 1 时 这 种 幻 方 个 数 为 1 in = 
2 时 为 + 1。 一般 情形 下 是 形 如 
| G.X" a.a X 4a X1 
的 多 项 式 。 此 处 m =(n 一 1)*。 员 然 公式 中 系数 
5 没有 明显 给 出 ， 但 对 每 个 x*， 它 们 可 由 待定 R 
BER HH, Aimy Pew Xu, AOL Fe 出 
XY Fy €, n] 8852 EY BUR XZ 7 Rr 3C, I 
拉丁 方 是 这 的 样 一 种 配置 : 
AB CD 
B C D A 
C D A B 
p D A B C 
其 中 每 一 字母 在 各 行 各 列 中 都 出 现 一 次 。 这 种 单 
方 极 易 构造 ， 但 如 须 找到 正 交 对 ， 就 会 困难 得 多 
f, u | | 
.. Aa Bb De Dd 
Be Ad Da Cb 
Cd Dc Ab Ba 
Db Ca Bd Ac 
两 方 并 列 ， 用 拉丁 字母 大 小 写 RAR, 1609 Aa, 
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Ab, Ac, c ， 每 对 只 出 现 一 次 。 这 叫 正 交 拉 
Th. FER An x nBr Cn =2(mod4) ) 的 正 交 — 
拉丁 方 都 不 存在 。 当 # = 6 时 ， 正 姐 欧 拉 在 1781 年 
所 猜测 的 那样 避 ， 从 6 个 不 同 园 队 中 每 团 选 出 
6 种 不 同 级 别 的 军官 ， 这 36 人 方 阵 无 论 怎样 排 ， 
都 不 可 能 使 每 行 、 每 列 中 既 有 各 团 的 人 ， 又 有 不 
局 级 别 的 官 。 但 是 欧 拉 猪 想 认 定 ， 当 *# = 10,14， 
18，…… 和 时 zx aBEIEZE SET AAA RUE RT 
19604£ 3E OR . S. Bose) 2 A, uE BSc ju 38 EL 
的 ,到 是 区 组 设计 理论 中 一 项 重大 成 果 。 | 

正 交 拉 丁 方 亦 可 表述 为 Re’ ATK, BH 
既 属 " 组 之 一 ， 也 局 ?类 之 一 ， 且 任 两 元 素 或 不 网 
组 ， 或 不 同类 ， 或 两 者 均 不 同 。 要 求 拒 这 nw 个 元 " 
KEE x n 矩 阵 中 ， 务 行 和 各 列 分 别 表示 各 组 
和 各 类 。 拉 丁 方 的 问题 在 统计 学 、 尤 其 是 在 试验 
设计 中 有 重要 的 影响 。1930 年 ， 英 国 农学 家 在 小 
麦 试验 田 里 按 正 交 设 计 的 方法 取得 了 很 大 成 功 ， 
引起 了 数学 界 的 注目 ， 有 人 认为 现代 区 组 设计 即 
发 端 于 此 。 就 我 们 所 要 讨论 的 平衡 不 完全 区 组 设 
计 而 更 ， 与 拉丁 方 的 问题 也 有 密切 的 联系 。. 

在 区 组 设计 中 一 个 有 重大 一 般 性 的 问题 是 把 
» 元 集合 习 中 的 元 安排 到 指定 数目 的 子 集中 去 。 
第 ;j 个子 集 包含 t 个 不 同 元 ， 以 便 使 第 i 个 元 在 
被 选 出 的 所 有 子 集中 出 现 7; 次 ， 并 使 两 元 2H. = 
元 组 …… 出 现 一 指定 航次 数 。 这 可 以 叫做 一 一 关 
联系 (incide systencem), 其 中 一 基本 形式 是 
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TE pe 


平衡 不 完全 区 组 设计 (balanced incomplete 
block design) ,缩写 为 BIBD 或 BIB, 这 一 名 称 来 - 
旨 实验 设计 理论 ， 应 用 于 统计 学 中 。 

一 个 BIBD 是 把 集 X 的 2 个 不 同 元 安排 到 b 个 
区 组 CPSO 中 ， 构 成 一 个 子 集 族 多 ， 合 得 

(D 每 一 区 组 恰 含 kK 个 不 同 元 。 

GD 每 元 怡 出 现 于 7 个 不 同 区 组 。 

GD 每 对 不 同 元 ai，0j 恰 出 现 于 4 个 不 同 区 
组 。 
SA HERA vSk, Bb, 935 
尔 (R.A, Fisher) EH] Sb>v, KARAKAS 
X. HWITEERN | 

rv = bk (1) 
B ID 也 可 证 明 rk-D=Aw-1) (2) 
”我 们 注意 到 ， 一 个 BIBD 有 五 个 变量 ， 可 以 
WRO, v, r, k, D-H. CEE t- 设 计 中 的 
?- 设 计 。 所 谓 t-(V，K,4)- BX, 40 BBA 
一 个 2 元 集 和 和 入 中 某 些 天 元 子 集 〈 区 组 ) KF 
所 组 成 的 序 对 ， 使 得 入 中 任意 1 元 子 集 都 恰 食 于 4 
个 区 组 之 中 。t- 设 计 不 注意 BD 中 共有 多 少 区 
组 的 数目 5 以 及 每 元 出 现 于 不 同 区 组 的 数目 r， 它 
重视 X 中 任意 t 元 〈 对 BIBD，t = 2) 是 否 恰 含 于 4 
个 区 组 中 。 1= 2，3，4，…… , MTX, IE 
成 一 个 个 设计 体系 ，2- 设 计 显然 处 于 这 一 系列 的 
起 点 的 重要 位 置 上 。 
区 组 设计 原来 属于 实验 设计 研究 的 对 象 ， 所 
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LEH dir URGES RET 3x — Da UE RR, IX 
£g (blocks) 数 记 为 b, 元 素 《统计 学 中 元 素 称 为 品 
P. varieties) 数 记 为 2。 这 一 约定 的 记 法 在 组 合 
数学 的 论文 中 已 得 到 公认 。 
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Bot (Thomas Penyngton Kirkman), 
18064 3 月 31 日 生 于 英格兰 的 波 尔 顿 (Bolton) 
se，1895 年 4 月 3 日 村 于 沃 灵 顿 近郊 之 克 洛 夫 特 

(Croft), 他 在 一 个 没有 学 问 的 商人 家 庭 中 长 
太 ， 曾 为 受到 较 好 的 教育 而 奋斗 过 ， 但 他 甚至 没 
有 受到 过 任何 水 平 的 数学 教育 。 科 克 曼 于 1833 年 . 
在 都 柏林 (Dublin) 大 学 获得 艺术 学 位 ， 被 派 到 
英格兰 教会 ， 成 为 一 个 教区 的 教区 长 ， 达 五 十 年 
之 久 。 但 是 ， 他 个 人 善于 思考 和 勤奋 不 懈 ， 使 他 
成 为 具有 严密 性 和 洞察 力 的 数学 家 。 他 很 快 进入 
”当时 研究 的 前 列 ， 并 获得 了 当时 英国 著名 数学 家 
DLR (Cayley), BS HCODe Morgan) 和 了 蛤 密 尔 
SilHamiton) 的 赞扬 和 友谊 。1857 年 被 选 入 皇 
家 学 会 (Royal Society)。 科 克 曼 还 是 一 位 优秀 
的 语言 学 家 和 风格 独特 的 作家 。 他 的 数学 研究 属 
于 拓扑 学 、 群 论 、 双 曲 复 数 Chypercomplex 
numbers) 以 及 组 合 数学 的 初期 工作 。 他 还 写 了 
关于 一 个 非常 丰 老 的 题目 : 多 面体 。 科 克昌 受到 
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De FF RA TC AHS ER, PEM T th BRS 
试 推广 到 他 自己 命名 的 复 四 元 数 (pluquater- 
nions)。 当 然 ， 在 组 合 数学 方面 ， 由 于 他 提出 了 c 
著名 的 十 五 个 女生 问题 ， 科 克 曼 的 名 字 已 变 成 从 
所 周知 的 了 。 | | 

在 19 世 纪 中 叶 ， 英 国 一 些 数 学 家 中 展开 了 关 
于 组 合 数学 若干 问题 的 研究 ， 这 些 数 学 家 有 伍 尔 
| iF (W.S.B.Woolhouse)、 西 尔 沃 斯 特 、 
= QJ, Sylvester) .斯 波 梯 斯 乌 德 〈W.Spotti 
swoode)、 安 斯 梯 斯 (R.R.Anstice) PRATER 
饥 莱 等 人 。 他 们 之 中 有 的 是 剑桥 学 者 ， 有 的 彼此 
之 闻 有 交往 ， 不 少 论文 内 容 相关 ， 发 表 在 剑桥 、 
都 柏林 、 伦 敦 的 两 种 学 术 刊 物 epee p, 形成 了 
最 早 的 组 合 数学 学 派 。 | 

在 这 样 的 学 术 背 景 下 ，1850 年 科 克 曼 在 《 疤 
士 与 先生 之 日 记 》 杂 志 上 发 表 题 为 “疑问 六 ”的 
文章 *“"， 提 出 了 15 个 女 学 生 问 题 ， 一 位 女 教师 每 
天 带领 她 班 上 的 15 名 女生 去 散步 ， 她 把 这 些 女 生 
按 3 人 一 组 分 成 5 组 ， 问 能 不 能 作出 一 个 连续 散 
步 7 天 的 分 组 计划 ， 使 得 任意 两 个 女生 曾 被 分 到 
一 组 且 仅 被 分 到 一 组 ? 也 就 是 说 ， 随 便 从 15 大 中 
挑 出 2 人 ， 她 俩 在 一 周 所 分 成 的 35 个 小 组 里 必 在 
一 个 组 中 见 过 一 面 ， 且 仅见 一 面 。 — 

这 个 饶 有 趣味 的 游戏 在 一 些 数学 家 的 介绍 、 
研究 和 推广 下 ， 很 快 就 在 许多 国家 里 流传 开 来 。 
我 们 先 看 科 克 曼 本 人 在 当年 给 出 的 答案 ， 它 发 表 
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在 1351 年 同一 杂志 上 "*， 

将 15 名 女 学 生 从 1 到 15 编 号 ， 则 一 周 内 可 作 
如 下 分 组 ， 

”星期 日 {1, 2,3}, {4, 8,12}, {5,10,15} , 

{6, 11,13}, {7,9,14}; 

星期 一 [1,4,5}), {2,8，10}, {3, 13,14), 
16,9,15},{7,11, 12}; 

星期 二 {1,6,7}, (2, 9,11}, (3,12, 15} 
(4,10,14), {5, 8, 13}; 

星期 三 {1, 8,9}, (2, 12,14), (3, 5,6), 
(4,11,15), (7, 10,13, 
| 5 ERE (1,10,11),12,13, 15}, (3, 4, 7) 

(5,9,12), (6,8, 14}; 

星期 五 {1,12,13}, (2, 4,6), (3, 9,10], 
15,11,14), (7,815); 

58887 (1, 14,15), 12,5, 7), (3,8, 11}, 
{4,9,13}, (6, 10,12), 

表 2。 村 克 受 给 女生 问题 作出 的 解 (1851) | 

让 我 们 回 到 开始 时 所 提出 的 Nim 游 戏 的 制胜 
方案 ， 将 表 2 同 表 1 进行 比较 ， 两 个 方案 各 有 35 
AKA, EAH! 当然 ， 表 2. 还 要 讲究 
”每 天 都 须 有 1 一 15 出 现 ， 为 此 在 排 法 上 与 家 1 有 
别 ， 这 一 点 也 是 重要 的 。 | 

对 照 上 节 BIBDaya: X. MER ETE. 
问题 诛 题 中 ， 0235, U=15, r2 T7, k=3, A= 


1， 因 此 ,这 一 问题 应 当 称 为 (35, 15, 7, 
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3, 1) -设计 。 
在 这 个 问题 中 女生 数目 15 是 可 以 改变 的 ， 为 
了 满足 3 人 一 组 的 要 求 ，2 应 当 是 3 的 倍数 ! 而 
天 数 7 即 ? 也 应 作 相应 的 改变 ， 于 是 女生 问题 被 
推广 成 一 般 性 问题 。 这 里 先 举 9 名 女生 在 4 天 内 
的 分 组 方案 ， 
第 1 天 第 2 天 第 3 天 第 4 天 
{1,2,3} (4,7) (5,9) {1,658} 
{4,5,6} {2,5,8} {2,6,7} {2,4,9} 
{7,8,9} {3,6,9} {3,4,8) {3,5,7} 
A3. (12,9,4,3, DRA 
”如 果 把 第 1 天 列 出 的 9 个 数字 看 成 方 阵 ， 那 
么 表 3 的 12 个 区 组 是 这 个 方 阵 按 三 横行 、 三 纵 列 
和 行列 式 展 式 中 六 个 屁 积 的 顺序 排出 的 。 
当然 ， 科 克 曼 给 出 的 解 并 不 是 他 所 提出 问题 
的 唯一 答案 ， 通 过 调换 元 素 命名 和 区 组 排列 顺序 
能 得 到 一 个 貌似 不 同 的 解 ， 但 在 数学 上 是 等 价 
的 ， 不 认为 两 者 间 有 什么 区 别 。 排 除 掉 这 种 情 
t, 仍然 可 以 写 出 不 少 答案 来 ， 例如 : 
. EHB (1,235) (3, 14, 15}, (4,6, 12}, 
(7,8, 11}, {9, 10, 13} 
星期 一 {1， 9» {2, 8, 15), {4, 11, 1, 
(5,12, 14}, (6, 7, 107; 
是 期 二 {1, 4, 151, (2, 9,11}, (3, 10, 12], 
187,13), (6, 8, 14) 
星期 三 {1, 8, 10}, (2, 13, 14}, (3, 4, 7}, 
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{55659} 5{11,12,15}; 

FBG VT (166 011} 54257512} 54358513}3 
4459514} (510,15); 

ER 3561.7 .14) 4054510) (2,5, 11), 
16,13,15),18,9,12); 

FAWN {1512513} (2,3, 6) (4,5,8), 
U,9,15) , (10.115147, 

表 4.15 女 生 问 题 的 一 个 解 

DER, TANK 与 表 2 不 是 等 价 的 并 不 
很 容易 。 问 题 的 关键 是 ， 总 共 能 写 出 多 少 种 不 同 
的 方案 来 ? 

西 尔 沃 斯 特 在 科 克 曼 提 出 女生 间 题 以 后 ， 就 
对 这 一 问题 提出 了 一 个 进一步 的 可 求 >”, 他 们 认 
为 这 样 的 方案 可 以 写 出 许多 ， 如 果 保 持 每 周 内 的 
安排 都 符合 原来 的 规定 ， 一 周 周 地 排 下 去 ， 再 加 
上 一 个 新 要 求 : 任意 三 名 女生 在 以 后 各 周 内 都 恰 
有 【《 意 即 有 且 仅 有 ) 一 次 被 分 在 同一 组 ， 那 么 能 
够 排出 的 周 数 是 与 女生 人 数 相关 的 一 一 -他 们 猜 
测 ， 这 样 的 方案 可 以 排出 15 -2= 13 周 来 1 这 一 
猜想 是 趣 越 时 代 的 ， 许 多 人 都 不 能 充分 理解 这 一 
新 闻 题 有 多 人 么 大 的 难度 ， 后 来 被 称 为 “ 西 尔 沃 斯 
REN. 1k EHI XA 中 , 都 有 (3, 4, 
7), (1,2, B) FERN, EME HE 
AE" HyWidE “AUR” By, Bi, MAE 2 作为 
第 一 局 的 安排 方案 ， 那 么 表 4 将 不 能 作为 以 后 12 
AE AMAR. ERE AME. TORE 
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2 作 一 两 个 “不 相交 ”的 方案 ， 它 将 是 对 你 的 能 
力 、 意 志 与 耐性 的 一 次 挑战 。 

事实 上 ， 过 了 一 百 多 年 ， 到 1974 年 这 一 问题 
才 由 德 尼斯 顿 (R. 琶 .F.Denniston) 借助 于 电子 
计算 机 得 到 解决 “”。 表 5 中 ， 15 名 女生 分 别 记 
为 B DA 每 周 分 组 安排 分 别 对 应 
于 =0,1,2,… ; 式 中 加 法 的 结果 取 以 13 为 模 
HRS, MMAR, (ORAS. 

EHHli,a,b},{s+i, 9i, 12d), 
(3*2, Ti, 109i), (2i, 65i, 11 d), 
(15i, 4+i, 54i), 

星期 一 {2+i,，8+i, b), (1 i, 6 t i, a}, 
{4+2, Td, 1147} , (39i, 5i, 990, — 
Ü, 10*i, 12* i), | mE 

星期 二 {11+i, 127i, b), (4 i10 ia), 
{6+i, 7+i, 9i), (19i, 2i, 34i], i 
(i, 5+i, 84i), 

星期 三 {5 +i Ded, b}, (3i, 12d, La), 
(2*i, 94i, 104i), (14i, gti, li +i}, . 
{i, 4*i, 6i), | | 

星期 四 {4+7，9+7，D)， (Qi, $i) 
(6*2, 84i, 10i), (14i, 7 i, 12H), 
(5 353, 114%}, 

星期 五 (1 d, 10i, b), {9+511+ia)}, 
(Bi, 6+i, 12i), (34d, 44d, 8i), — 
6, 2+i, Tti] | 
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星期 六 {3+i,， gr b, {7+i, 8i, a), 
(54i, 10i, 11-1), (2i, 4d, 12+ i}, 
(à, 1i, 941, 

A5. 西 尔 沃 斯 特 问 题 的 解 (1974) 

按照 上 述 规定 ， 将 13 张 表 逐 一 写 出 ， 共 得 到 
5 x 7 x13=455 个 不 同 的 三 元 组 。 如 果 要 检验 


这 些 表 是 否 算 对 了 ， 就 要 查 一 查 ， 1， 每 天 & 


7X13=91K) 是 否 恰 有 15 人 ; 2, 每 周 任 意 一 对 
(2) = 105 对 ) 女 生 是 否 丛 分 于 一 组 5 3, 全 
部 13 周 里 455 个 三 元 组 是 否 都 互 不 相同 。 真 要 这 
Ft, ERS, WAR, E 
来 检验 也 需要 用 计算 机 了 。 | 

注意 ， 三 元 组 的 总 数 与 15 取 3 的 组 合 总 数 相 
F E 

(15) = ICH - 455 
这 不 是 偶然 的 ， 这 是 从 15 个 女生 中 任 选 3 人 分 为 
一 组 不 同 分 法 的 总 数 ， 不 存在 比 它 更 多 的 满足 条 


件 的 三 元 组 了 ， 因 些 西 尔 沃 斯 特 和 山菜 的 猜想 把 


15 女 生 问 题 的 方案 定 为 13 周 ， 即 已 把 它 定 为 最 大 
可 能 的 数值 。 

利克 曼 女 生 问 题 激 起 了 兴趣 的 浪潮 。 foe 
本 人 从 1847 年 到 1891 年 关于 斯 坦 纳 三 连 系 〈 下 节 
即 叙述 到 ) . 女生 问题 共 发 表 了 11 篇 论文 ， 例 
如 ，1862 年 他 写 了 “关于 15 女 坐 难题 "的 文章 5 ， 
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继续 这 方面 的 研究 。 由 于 科 克 曼 的 成 就 ， 他 本 
人 也 成 为 数学 史家 研究 的 对 象 ， 现 代 组 合 学 家 
eis (NL Biggs) 曾 为 科 克 曼 写 过 一 篇 很 长 
的 传记 所 。19 世 纪 以 来 ， 不 少数 学 家 沿 着 这 一 
方向 前 进 ， 主要 是 英 、 德 、 法 等 国 的 学 者 作出 
了 贡献 。 西 尔 沃 斯 特 (James Joseph Sylves- 
ter, 1814—1897) 是 有 名望 的 伦敦 数学 家 ， 也 
是 山菜 的 好 友 ，1892 年 前 曾 发 表 10 篇 有 关 论 文 ， 
包括 “ 西 尔 沃 斯 特 问题 ”在 内 ， 推 进 了 这 一 问题 
的 研究 。 另 一 位 早期 研究 者 伍 尔 豪 斯 ， 在 1861 一 
1867 年 发 表 4 篇 论文 ,追踪 着 这 一 问题 。 
”到 了 19 世 纪 90 年 代 ， 对 三 连 系 的 研究 形成 了 
一 个 高 峰 ， 十 四 、 五 位 数学 家 连续 发 表 文章 ， 其 
中 穆 尔 (E,H, Moore) 从 1893 年 到 1899 年 每 年 
发 表 一 篇 。 关于 他 的 工作 ， 有 人 曾 著 文 介 
goen 

随 着 论文 的 增多 ， SY A Raab 6 H ¥ 
BR, 189246 (W.W.R, Ball) 著 书 《数学 游 
戏 和 问题 》”， 后 译 成 法 文 ，1905 年 易 名 《数学 
游戏 和 随笔 ， 也 有 法 译本 ; 1939 年 经 考 克 斯 特 
| (H, S, M, Coxeter) 修 订 已 出 第 11 版 。 它 的 第 10 
章 即 专 论 女 生 问题 。 此 书 流传 广远 ， 影 响 较 大 。 

在 本 节 中 ， 我 们 只 是 叙述 了 科 克 曼 女 生 间 题 
产生 的 历史 和 有 关 的 某 些 结果 。 由 这 些 史 料 可 以 
引出 几 个 在 区 组 设计 中 具有 重大 意 N KB 
Bi. piu, 已 经 提 到 女生 数目 是 可 以 改变 的 ， 它 
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应 当 是 3 的 倍数 ;那么 进而 可 问 ， 是 否 只 要 满足 
了 这 一 必要 条 你 ， 就 一 定 能 构造 出 女生 的 散步 方 
案 来 ”比如 当 v= 18 时 ， 是 办 不 到 的 ，v= 3h 
(k= 1，2，…) 这 一 必要 条 件 并 不 充分 。 于 是 ， 
寻找 并 证 明 … 般 女生 问题 的 充 蓝 条 件 就 成 为 区 组 
设计 里 的 一 个 重要 在 在 性 问题 了 。 也 是 过 了 一 页 
多 年 ， 这 个 问题 示 获 得 解决 ， 下 文 还 要 论 及 。 

另 一 个 重大 问题 是 ， 对 于 任意 可 以 构 己 女生 
散步 方案 的 %， 是 不 是 总 可 以 得 到 v ~ 2 个 没有 相 
同 三 元 组 的 方案 来 ? 西 尔 沃 斯 特 问 题 到 1974 年 才 
解 得 v= 15 确 实 有 13 个 方案 ， 直 到 今天 ， 这 一 问 
题 上 距离 解决 还 十 分 通 远 。 

显然 ， 有 必要 将 15 女 生 问 题 及 其 推广 形式 置 
于 一 个 严格 的 理论 体系 之 中 进行 深入 的 讨论 。 上 
文 已 提 及 ， 它 属于 平衡 不 完全 区 组 设计 的 典型 例 
子 。 上 基体 来 说 ， 属 于 带 有 阶 加 条 件 一 一 即 “ 可 分 
解 2” 的 斯 坦 纳 三 连 系 ， 或 科 克 曼 三 连 系 。 在 以 下 
的 几 节 里 引入 这 些 概 念 之 前 ， 有 必要 介绍 研究 区 
组 设计 时 常用 的 几 种 数学 工具 ， SR. ARR 
论 等 。 
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在 种 类 繁多 的 组 合 问题 面前 ， 数 学 家 们 需要 
找到 这 些 貌 似 不 同 的 问题 的 内 在 一 致 性 ， 设 法 从 
已 有 的 数学 武 库 中 找 出 合用 的 武器 来 ， 使 这 些 问 
题 获得 一 般 的 解决 。 这 不 是 一 件 容 易 的 事 ， 它 需 
要 敏锐 的 观察 力 ， 甚 至 灵感 。 

先 举 一 个 简单 的 例子 。 现 在 有 一 个 矩形 虹 ， 
它 的 高 和 长 分 别 等 于 正 整数 m dun, HR 划分 成 
离 和 长 也 都 是 正 整数 的 个 小 和 矩形， 按照 任意 选 
定 的 顺序 给 它们 编号 ，1 ， 2 ，…， t. 例如 图 


| Ei MRA Rs 
1 fem =2, n=4, f=5 的 一 种 情形 。 
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Mie 2: FRAT] AB) FA RS: A ABER BUE XR EM 
PBB Ra, x AE ED I. R 
体 的 做 法 是 ， 设 X 是 3 77 5 列 的 矩阵 Y 是 5 行 
4 列 的 矩阵 ， 它 们 的 元 素 只 取 0 或 1 这 两 个 整 
数 。 依 图 1 ， 我 们 有 ， 


1100; 

11100) 10010. 

X=|0 0 THEM 
00111/ ]|10900/| 
01105 


和 中 的 5 列 依 5 个 小 矩形 的 编号 顺序 存 有 它 
们 的 高 度 和 位 置 的 信息 ,例如 和 矩形 1 高 为 1 , 紧 接 


BAUR LALA, WEO SA A 的 第 工 列 ! 


i 0 | 
矩形 4 高 为 2 , 千 着 矩形 ER 的 下 水 平 线 , 记 作 1 5 


入 和 X 的 第 4 列 。 这 样 ，X 的 第 C(i=1,2,3,4,5) 

列 中 所 有 的 1 是 相连 的 ， 其 个 数 等 于 矩形 i 的 
高 ，1 的 位 置 由 矩形 i 的 上 下 位 置 确定 ， 据 图 1 
XX 便 被 唯一 地 确定 。 类 似 地 ，Y 中 的 5 行 依 序 存 
有 5 个 小 失 形 的 长 度 和 位 置 的 信息 。 饼 如 矩形 3 
长 度 为 1， 紧 靠 矩 形 迟 的 右边 线 ， 记 作 0001 号 入 
Y 的 第 3 行 BBSKH2, ABT, 记 作 
0110 写 入 了 的 第 5 行 。 这 样 ， 了 的 第 7 (71,2, 
3,4,5) fi PRAWN 1 是 相连 的 ， 其 个 数 等 于 矩形 
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站 的 长 ，1 的 位 置 由 矩形 j 的 左右 位 置 确 定 ， 据 
图 1 了 便 被 唯一 地 确定 。 于 是 ， 可 以 将 矩阵 关 号 Y 
MR, 7%: 

XY =J (4,1) 
这 里 ,J 是 3 行 4 列 的 、 元 素 全 为 1 HE, XX 
一 结果 表明 和 拖 阵 的 乘法 可 以 用 来 存 贮 信息 和 表达 
图 1 aa. FRR CARAT AA, 
将 它 赋予 某 种 具体 的 组 合意 义 之 后 再 大 景 运用 这 
种 工具 ， 便 会 得 出 一 系列 一 般 性 的 结果 ， 这 上 比 逐 
^UI ERAS. (EISE. HEAR 
阵 论 便 在 组 合 数学 区 组 设计 中 成 为 一 种 强 有 力 的 
武器 。 

PES AREAS. BX = {Xr 
La) 是 一 个 2 元 非 空 集合 ， 称 入 为 一 个 ?2- 集 。 又 
EX, co, XS an EX 的 m 个 子 集 ， 它 们 不 一 
定 豆 不 相同 。 如 果 当 XjE Xi 时 令 aum 1, MH 
zx,€ X; WS Qij= 0, KFARA KmTn Rm x 
n 型 的 (0, D-E 

A= (a, JG 91, ,m,j51,--,m) (4,2) 
就 叫做 关于 的 子 集 X,，… ,Xn 的 关联 矩阵 。 

7- 集 和 和 它 的 Ma 个 子 集 X,,，…,X。 构成 的 组 
态 (configuration) 具有 很 大 的 普遍 性 ， 许多 
组 合理 论 问 题 可 以 归结 为 这 种 组 态 。 在 它 的 关联 
SRA 中 ， 第 入 表示 子 集 X;， 而 第 j 列 则 存 有 
元 素 x; 是 否 属于 这 mm 个 子 集 的 记录 ， 因 此 A 贮存 
T FBX, Xm URUK, xX, 是 否 属于 
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这 些 子 集 的 全 部 信息 。 
WATE FRO, 矩阵 的 转 置 矩阵 ， 则 
AAT=B (4,3) 
ATA=C (4,4) 


分 别 是 m 阶 和 m 阶 的 元 素 为 非 负 整数 的 对 称 方 
阵 ， 它 们 的 组 合意 义 进一步 展示 了 组 态 内 部 的 结 
构 。B 的 (i, 站 元 素 (Hi j 列 上 的 元 素 》 w 
RT X,nX; 的 元 素 个 数 ， 而 C 的 0,3) 元 素 则 
iux T EMA FH X, X, 中 有 多 少 个 同时 会 
Ax, 和 Xj。 仍 以 图 1 为 例 说 明 这 个 问题 。 … 


11100 


100 | 
| 100 311 
XXT =|00111||111)=!133 !=D 
| 011 | 
o 0111/4011 133 © 
/ 100 | s (11100^ 
| too | 11100 | 11000 | g 
XTX =| 111 | 00111 |=] 11322 =E | 
o 00111 | | 00222 o 


00222 7 


10010010) (20011 v 
| 
0010 | 19901 | 01001 


| 
YYT= 0001 -| 00100 ! = F 
1 01001| | 
1000 | en 
0110/100100) : 11992 
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f- Y 1100) 
| 10010 | | (2100| 
0010| | | 
: 10901 ^ | 12101 
YTY =) 6001 |=) iG 
(01001. | | 0120) 
| i100] | | 
| 00100 | | |0001] 
( 501107 | / 


本 例 中 E.F 结 合 起 来 相当 于 ( 4.3) zB; 
DG 结合 起 来 相当 于 (4, 4) 2C. GD) 位 置 
上 的 元 分 别 用 ej;j, fi dum gi; 表示。 我 们 有 如 
下 的 解释 CX, X KARR 1 PG 1, 
sory 5) 

1. ÆRE 的 意义 ， 只 考虑 图 1 HERNE 
x, GB X, 占据 几 个 单位 的 高 度 线段 即 是 有 几 
个 元 素 。 6,21 说 明 X, 高 为 1， 64-3 说 明 
ZEN eQ-1 说 明 X, X, 有 1 个 单位 
的 等 高 处 ， &,, =1 HX X, 有 1 个 单位 的 
等 高 处 ， eu=0 说 明 X, 与 X, 没有 等 高 处 ， 
es=2 HHX, 与 X, 有 2 个 单位 的 等 高 处 ， 等 
等 。 | 

2, &EF RR, RRA IIAUEBE C 
BE. AUD 和 ;占据 几 个 单位 的 长 度 线段 即 是 有 几 
个 元 素 。 六 ,= 2 说 明 XK 2, fa=1 说 明 
及 ,长 为 1; 了 ,=1 说 明 X, 与 X, 有 1 个 单位 的 长 
度 处 于 同一 纵 列 ， f ,=1 说 明 X, 与 :有 1 个 单 
位 的 长 度 处 于 同一 纵 列 ! f= 0 HHX, SX, $ 
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有 任何 部 分 处 于 同一 纵 列 ，f,, = 0 说 明 及 ,与 XX, 没 
有 任何 部 分 处 于 同一 纵 列 ， 等 等 。 

3, KEDHEX: B3R1l x 4 的 带子 可 
以 铺 满 图 1 ， 把 占据 1! 2, 3 行 的 带子 用 元 素 
052%, AR. 0,73 说 明 占 据 第 1 112,158 
WA 3+ (X,X,,X.), d.=1 说 明 占 据 第 16 
x AS 2 行 X, 的 矩形 有 1 个 (XX,), di 3 说 明 占 
据 第 2 行 X, 和 第 3 行 *, 的 窍 形 有 3 个 (X,, Xs 
X,)， 等 等 。 

4, BMG 的 意义 ， 用 4 条 1 x 3 的 带子 可 
以 铺 满 图 1 ， 把 占据 1，…， 4 列 的 带子 用 元 素 
X, 5X. 表示 。9,,=2 说 明 占 据 第 1 列 x, 的 
AUEHH 2 个 (X, X), Ju =] 说 明 占 据 第 4 列 
xX, 的 矩形 有 1 个 (X,)，g,=1 说 明 横 跨 第 1 列 
x, 和 第 2 PAX. RUD 14 (X, gu 71 说 明 
横 跨 第 2 列 x, 和 第 3 ALR EEA LAAD 
9, = 0 说 明 没有 哪个 矩形 横 跨 第 1 x, 和 第 3 
列 x,， 等 等 。 
| 发 们 看 到 ， 当 使 用 关联 秆 阵 稍 加 蕉 演 后 ， 便 
得 到 了 一 系列 的 结果 ， 展 示 了 这 一 组 态 内 在 的 关 
. 系 结构 ， 许 多 细微 之 处 ， 竟 是 始 料 不 及 或 未 曾 注 
意 到 的 。 本 例 较 简 单 ， 对 于 复杂 对 象 运用 矩阵 论 
玉 处 再， 其 有 效 性 就 更 明显 了 。 | 
o 再 举 一 个 区 组 设计 的 实例 。 乒乓 球 队 的 才 综 
要 给 他 的 7 名 运动 员 设 计 - 套 集训 方案 ， 使 得 每 
三 人 一 组 ， 每 两 人 恰 对 阵 一 次 这 时 第 三 人 任 裁 
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判 ) ， 问 应 当 如 何 编组 ? 
由 于 每 两 人 须 仅 赛 一 次 ， 共 赛 ( 7) = 21 次 ; 


^ 


每 组 两 两 对 阵 赛 3 次 ， 故 应 分 7 组 ， 每 人 在 3 组 
中 出 现 。 这 种 分 法 与 女生 问题 有 区 别 。 此 题 用 直 
接 法 来 分 并 不 困难 ， 今 编 为 表 6 。 

{1,2,3}, {1,4,5}, {1,6,7}, {2, 4, 6) 

{2, 5,7}, {3, 4, 7) (3,5, 6} 

表 6 ， 一 个 (7,3,1)- 设 计 

FEN, x 0 ERIRE? 的 部 分 三 元 组 构成 
的 ， 即 这 个 解 可 在 Nim 制 胜 方案 或 科 克 曼 给 出 的 
女生 分 组 方案 之 中 找到 。 当 然 ， 编 组 法 不 唯一 。 
一 种 “不 费 脑 筋 ” 的 办 法 是 作出 如 下 带 内 切 圆 的 
正三 角形 ， 随 意 在 7 个 交点 上 标 出 1 一 7 。 如 果 
有 兴趣 的 话 ， 不 妨 算 一 算 ， 没 有 任何 一 个 三 元 组 
相间 的 编组 法 共有 多 少 种 ? 


1 


m2 利用 几何 图 形 构造 一 个 三 连 系 
也 可 以 运用 关联 和 矩阵 来 解决 构造 这 类 方案 的 
问题 。 具 体 做 法 是 ， 设计 一 个 7x7 BH CO, 
1.)-~ 和 矩阵 4， 在 它 的 第 1 一 7 行 中 记 入 表 6. 的 7 
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.外 三 元 组 的 信息 ， 例 如 {1,2,3} 记 作 (1110000), 
{1, 4, 5} 记 作 (1001100)， 即 三 元 组 中 数字 所 表示 
的 位 置 写成 1 ， 其 余 位 置 用 0 填 满 ， 得 ;: 


1110000 0111000 
1001100 0100110 
1000011 | 1010700 
A =| 0101010 B =| 0010011 
0100101 1001010 
0011001 0001101 
0010110 1100001 


和 矩阵 4 与 表 6 、 图 2 之 4 相 一 致 ， 和 矩阵 BR 
图 2 之 B、 下 文 的 表 7 相 一 致 。 将 1 与 0 分 别 用 
实 线 和 虚线 连结 起 来 ， 可 以 看 出 矩阵 4 是 RFE 
HARAN, 能 够 证 明 , 它 的 转 置 矩 阵 AT = 

。 这 里 2=7, k-3, A1. 对 于 一 个 一 般 的 对 
MM 它 的 定义 是 ， 

一 个 V- 集 K= {Lo Xr Xy) 的 7 ^A 
X, sX, WAAR (VK, 2)- Wit, MAR 
下 列 条 件 得 到 满足 ， 

DE LEE XH) R- 子 集 U, 5) 

Go Xi A; CEA) MBIEX HA - 子 集 

uo | 

[or Ae 0cAck «v-1 

| (4,7). 
我 们 看 到 ， 天 6 和 表 7 的 《7，3，1)- 设 计 都 
是 对 称 的 区 组 设计 。 把 4 的 逆 和 矩阵 A 记 为 B， 
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则 有 | 
AB=BA=E (4.8) 
E WD ALR. Se D RS eee 
BAND, EARI 37 AN. M2ZB 
与 表 7 表示 的 一 致 。 
{2,354} {235,6} {1:35} £3,657} 
{154,6} {4,5,7} {1,2,7} 

RT. -* SR 6 不同 的 (7,3， 1)- 设 计 

FER 6 MRT 之 中 ， 没 有 任何 一 对 三 元 组 是 
相同 的 ， 因 此 称 这 两 个 设计 是 “不 相交 的 ” 或 
«Hm? o AR, XE 6 面 言 ， 还 可 以 写 出 与 
它 不 相交 的 (7 ,3 ,1)- 设 计 来 ， 例 如 和 矩阵 8B 的 7 列 
AH Id u.s, CE B 的 转 置 
B', m mE 

£35557} {15257} 131,3,4) {1,5,6} 
(2.3.6) (2.4.5) {45657} 

AS. — HATH RM (7,8,1) -~ 设计， 
3a 和 站 GRBUB-—X IAEA, BME 
“了 却 有 一 组 人 入,2,7) 相同 。 这 一 事实 非常 重要 ， 
下 文 还 要 专门 提 到 。 事 实 上 时 在 1850 年 已 证 明 ， 
对 于 象 表 6 这样 的 一 种 设计 而 言 ， 只 存在 一 种 设 
计 与 它 不 相交 ， 不 存在 第 三 种 设计 与 前 两 者 均 不 
相交 。 ss 

BH KSEE ARCHIE AT IgE 
积 的 问题 。 根 据 对 称 (vw,k, 入 )- 设 计 MRE, E 
ASE ARI Ea A AB PESE 
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AA GO - A)ESÀAJ (4.9) 
”这 里 4 是 ? 阶 (0,1)- 和 矩阵 ， 妃 为 b KEMERE, J 
为 g 阶 全 矩阵 。 

证 明 ， A B= Alb) Wa EE 
4 的 第 ; 行 与 第 j OWA, 0. EE A DBT 
中 非 零 元 素 个 数 ， 故 bum. i 天 时 bush, BB 
第 i 行 与 第 ; 行 中 对 应 分 量 都 等 于 1 的 个 数 等 于 入 ， 
说 明和 zx, 在 入 组 中 同时 轩 现 。 故 ， 


PAA 
AA’ = A r, nas =(r-A)E+AJ 
入 入 … 了 


(4.9) 式 对 于 平衡 不 完全 区 组 设计 (bv 
rk 入 )- 设 计 也 是 成 立 的 ， 利 用 它 可 以 证 RER 


的 一 些 重要 关系 式 。 
”定理 ， FE(B vot ok A) P, 必 有 bev 
《 费 希 尔 不 等 式 ) (4,10) 


«HERR, HTizv, T(k—1) -A(7— D, iX 
rA, | | m | 
O Bbo, 关联 怎 阵 4 加 上 元 素 为 0 iv - 
列 形成 一 oxo 的 方 阵 A, TUB. AA’ = AA, : 
故 它们 行列 式 的 值 有 : 
det( AA”)= det( 4A, A.”) det(A det A. 
AAT A BPA-WMAAB, Mdet(4,)=0. 
det( AA’) =0 (4.11) 

另 一 方面 : - 
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T A Awe A 

A rdw A 
det (AAT) = 4 Are A 
ihr | 

右 端 行列 式 的 第 2 列 、 第 3 列 、…、 第 7 列 分 别 
减 以 第 1 列 得 ， 


det( AAT) = 
rTÀ-TÀ-TeeeÀ- 
Ar-A Veen 0 
A 0 T- À em 0 
A 0 .0 T 0 
À 0 0 r-À 


把 第 2 行 、 第 3 行 、…、 第 2 行 加 到 第 1 fF, 
得 ， 


T+(V=-1)40 eee 0 

A r- A...0 

detCAAT) = | A 0 …0 
1A 0er- À 


=(r+(v0-1)AJCr- 4770 (4,12) 
(4,11) 5 (4.12) WFE, RY A bSv, 证 
完 。 | 
一 个 对 称 (v,k, A) -设计 必 有 b=v, HT 
bk=vr, MA ker, 它们 的 任意 两 组 都 正好 有 
4 个 共同 的 元 素 ， 这 一 定理 可 以 利用 关联 年 阵 予 
DEN, Ham. Bb. WERK CX 
1,50), PRAXIAX G41, MM 7=1,20, t- 
l» Pt1,,9 B8 — T ATAXNAXBQ- 1» 


48 HERKEND 


(v-k),k, (k~ 4),4)- 设 计 ; 而 所 有 XG NX 
Mo PAPA fh CCo-1),k, k- 1), 4 A-1))- 
设计 ， 在 第 七 节 中 将 举 出 这 两 个 定理 的 实例 ， 并 
给 予 证 明 。 

另外 ， 对 称 (v,k,4)- 设 计 的 关联 矩阵 4A 一" 定 
是 正规 的 ， 即 

定理 ， AAT=ATA (4.13) 

uS]: 经 过 计算 您 阵 乘 积 44z7 的 行列 式 的 值 
可 知 | | | | 

| detC AAT) 2 det((k— E+A = (k-4+ 


Av) (hk ~ Ay" x0 | | (4.14) 
因而 A doi ERA E, TÆ 
|| Ask, AJ =k (4,15) — 


(4,9) XU ZUR UM, 13 
| AAJ = (k- À * Àvyl (4,16) 
B (4,15) , (410 "A | 
ATJ = (k~ A+ Avyk" (4,17) 
再 将 (4.17) AWURE, 得 
JA=(k-A+Av)k-J (4,18) 
从 而 有 | 
| JAJ2(Qk— A+ Av)k"vJ — (4,19) 
"XH (4.15) 得 mE s 
JAJ=kv] - (4.20) 


于 是 得 到 有 意义 的 恒等式 | 
| Ek—Ai=k:— iv (4.21) 


从 (4.21) ， (4.18) 式 可 以 得 到 


四、 关联 算 阵 及 其 在 区 组 设计 中 的 应 用 48 


ern 


JA=kJ (4.22) 


最 终 得 到 了 
ATA = A7 CAATD) A= (E- 3) E+ AC J A= 
(E-A)E* XJ = AA? (4.23) 


TER (4.13) BE. HT (4.3) 和 (4.4) 对 
研究 -一 个 组 态 的 内 部 结构 是 重要 前 ,所 以 (4.13) 
SITE 0 - RHE AE, MAE o 
计 的 关联 矩阵 4 为 例 ， 它 是 对 称 的 ， 故 
A-A7,A4 AT 2 ATA - A? 2E J 


(4.24) 
1001100 1311111 
1000011 1131111 


1110000 l 3111111 
| | 
A*= | 0101010 | =| 1113111 | =F 
0100101 1111311 
0011001 | 1111131 
0010110 1111113 
这 个 结果 当然 也 可 以 直接 算出 来 。 事实 上 因为 
(4.13) 适用 于 一 切 对 称 (v,%, 入 )- 设 计 ， 所 以 
家 7 、 表 8 或 据 图 1 所 得 到 的 任何 有 区 别 的 这 类 
设计 都 可 以 同样 算出 ， 主 对 角 线 为 3 KAWY 
1 的 7 阶 方 阵 如 来。 这 时 ， (4.3) 和 (4.4) 所 
示 的 两 个 方 阵 B 和 C 合 而 为 一 。 本 俩 中 它们 的 阶 
KIAT., HZ EIAOGE LE 有 对 (4.3) 的 
解释 ， 又 有 对 (4.4) 的 解释 ， 这 里 Xs X, 
表示 表 6 中 7 个 三 元 A, Los DER 
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些 三 元 组 的 7 个 元 素 1 ，…， 7. HEHNIK& 
WR hij. 

对 五 的 解释 之 一 ， 当 i=j, MEERE 
上 X,NX;=3, 说 明了 所 有 7 个 子 集 入,，…， 及 ， 中 
HRA 3 个 元 素 : 当 06), XX fe Xin 
X; 1, 说 明 从 入 ,人 中 任 取 其 二 ， 这 两 个 
三 元 组 中 恰 有 1 个 元 素 相 同 。 

对 五 的 解释 之 二 ， 当 i=j, hu-23, 说 明 在 
7 个 子 集 Xoe, X. 中 恰 有 3 个 子 集 间 时 含有 
ex, 中 的 任 一 元 素 ; WAL, hjz1, 说 明 
在 7 个 子 集 XX, 中 恰 有 1 个 子 集 同时 含 
HX, X 中 的 任意 两 个 元 素 。 

关联 抢 阵 及 其 应 用 的 初步 知识 就 :介绍 到 这 
里 。 (0，1)- 和 矩阵 与 组 合 问题 有 着 非常 密切 的 关 
R: 一 个 组 合 问题 常常 可 化 为 《0 ，1 )- 矩 阵 的 
问题 ， 而 一 个 (0,1)- 和 矩阵 的 组 合 性 质 往往 给 出 某 
个 组 合 的 解答 。 关 联 矩 阵 在 研究 相 异 代表 组 M 
位 排列 、 区 组 设计 、 图 论 等 许多 问题 时 很 有 用 ， 
上 边 所 举 实例 ， 已 属于 第 六 节 所 要 讨论 的 “斯 坦 
纳 三 连 系 ”。 表 6 的 设计 是 一 个 《 除 2=3 外 》 
最 小 的 、 具 有 特殊 性 的 7 阶 斯 坦 纳 三 连 系 。 


ut 


五 .有 限 域 和 有 限 射影 
平面 的 应 用 


从 形式 上 看 ， 近 世代 数 中 的 有 限 域 、 高 等 几 
何 中 的 射影 空间 与 区 组 设计 完全 没有 联系 ， 但 在 
事实 上 ,正人 象 上 节 关 联 和 矩阵 与 区 组 设计 一 样 ， 它 
们 之 间 竞 是 密切 相关 的 。 我 们 首先 关心 的 是 怎样 
将 一 些 数学 工具 同 区 组 设计 挂 起 钧 来 ， 从 而 在 计 
识 斯 坦 纳 系 、 科 克 曼 女生 问题 时 ， 了 解 研究 问题 
的 数学 观点 和 方法 。 有 限 域 的 知识 更 多 地 应 用 于 
区 组 设计 中 构造 正 交 拉丁 方 ， 当 然 ， 在 一 些 平衡 
不 完全 区 组 设计 的 较 深刻 的 工作 中 也 应 用 了 研究 
正 交 拉丁 方 的 成 果 。 

所 谓 域 了 ， 是 至 少 含有 两 个 元 素 的 集合 ， 对 
F 的 元 素 定 义 了 叫做 “加 法 ”和 “乘法 ”的 两 种 
运算 ， 并 满足 以 下 三 个 条 性 ， 这 样 形成 的 代数 系 
统 ， 

(D F 的 元 素 关于 叫做 “加 法 ” 的 运算 构 
成 交换 群 ， 设 它 的 单位 元 为 0 。 

GD FNO) 的 元 素 关 于 叫 散 “乘法 ?的 运 
算 构 成 交换 群 ， 设 它 的 单位 元 为 1。 
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(iii) 分 配 律 成 立 ， 中 对 于 a, 5,ceE€ 了， 有 


a-(b+ce)=a-b+ta:.c, 
(6+c)-azb-at+e'a, 


STH, SA BOP IME, RA 
都 是 域 ， 它 们 的 元 数 是 无 限 多 。 集 合 下 的 元 素 个 
数 为 有 限时 ， 称 为 有 限 域 。 当 p BER, pc 
F-(0,1,-5p-1) 对 于 模 .p 关 于 “加 法 和 
“乘法 ”构成 域 。 所 谓 “ 模 m 加 法 ”是 指 4 元 
集合 = {0,1，…，2- 1) 中 两 元 a 与 5 的 通常 整 
ZAR n eas RRL, ME “Bn 
E” t Lv VEJTERSO YER E E. 
除 以 8 的 余数 Quat b,a-b£ FM; Tio a+b, 
abc FPF 时， 这 两 种 算法 与 通常 的 加 法 、 乘 法 无 
异 ) 。 素 数 p 元 集 万 构成 一 个 域 的 定理 可 AR 
成 ， 

设 n 是 不 小 于 2 的 整数 ，F = {0， py nE 
1), RAM Mame SHE SE HAE, 当 ? 是 一 个 
CRM, FRI, | 
”进一步 的 结果 是 ， POA, UN 
存在 一 个 素数 p 和 一 个 正 整 数 *， 使 得 中 的 元 素 
个 数 是 7*。 对 于 每 个 素数 p 和 正 整数 ao FER 
质 上 唯一 的 、 即 同 构 的 含有 z" 个 元 素 的 域 。 

AM, Wp=5,c=1, AU 下 模 5 IRR 
法 的 结合 表 ; 
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十 | 01234 | 1234 
0 jor 01 1234 
1 | 12340 2 2413 
2 |23401 3 3142 
3 | 34012 4 4321 
4 | 


| 40123 


A8. DLIXFO EOS 


”起 中 数字 的 排列 显现 出 一 些 规律 性 ， 符 合 区 
组 设计 中 一 些 安排 和 配置 的 要 求 ， 于 是 这 一 方法 
便 被 移植 到 组 合 数学 的 领域 里 ， 较 多 地 上 用 于 构造 
正 交 拉丁 方 的 理论 研究 之 中 。 

有 a=2" 个 元 素 的 域 也 叫 合 罗 华 (Galois) 
域 ， 记 为 GF (y')。 如 果 a = GP) 的 元 素 就 取 
模 p 的 完全 剩余 类 (或 你 编 系 )。0,1,… ,2 一 1, 这 
时 叫做 加 法 和 乘法 的 域 的 运算 ， 就 是 模 p 的 普 道 
MERRE., MP ERAT HRA AXE, 
上 边 的 存在 性 定理 在 下 文中 将 涉及 到 。 根 据 这 个 
定理 ， 可 知 不 存在 元 数 为 n=6,10,12, 14, 15, 
18,- Bp ER, DE, X n = 6 时 ， f£ 出 模 
6 加 法 和 乘法 的 结合 家 (FERI) — 

我 们 看 到 ， 表 9 中 莱 法 结合 表 里 出 现 了 0 元 
素 ， 即 不 满足 F、\ 0) HERK TAMRE 运算 
构成 交换 群 的 条 件 。 
| UF AU HIE ROI FASER, 
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e 


+ | 012345 . | 12345 
0 [012345 1 | 12345 
1 | 183450 2 104024 
2 | 234591 3 | 50303 
3 | 345012 4 | 42942 
4 | 450123 5 | 54321 
5 | 501234 


表 9 .不 存在 元 数 为 6 的 域 


区 组 设计 的 理论 同样 是 重要 的 。 

在 高 等 几何 中 ， 假 定 平 面 上 两 条 平行 直线 相 
交 于 一 个 无 穷 远 点 Po 郑 么 所 有 与 这 两 条 线 平 
行 的 直线 构成 以 P 为 中 心 的 平行 线束 ， 这 些 直 
线 是 闭合 的 ， 岂 做 扩大 直线 。 同 样 ， 添 上 这 个 非 
固有 点 Po 的 空间 即 为 扩大 空间 。 对 无 穷 远 元 素 
” 和 非 无 穷 远 元 素 不 加 区 别 的 扩大 空间 称 为 射影 空 
间 ， 它 使 “平行 ”消失 ， 出 现 对 侦 性 ， 使 得 许多 
“命题 天 为 简化 。 

所 谓 一 个 射影 平面 + 是 由 一 些 称 为 < 点 * 的 元 
素 和 另 一 些 称 为 “ 线 ” 的 元 素 组 成 的 数学 体系 ， 
， 这 些 点 和 线 以 一 定 的 关联 关系 相 结合 在 一 起 。 例 
”如 命题 “点 P 在 线 直 上 ”， 相 当 于 对 偶 命 题 “ 绕 
工 通过 点 P”， 这 种 基本 关系 满足 公设 ，” 
O x 的 两 个 不 同 点 在 且 仅 在 x 的 一 条 线 
E. BEEN 
Gi) zx 的 两 条 不 同 线 过 且 仅 过 的 一 个 点 。 
这里， 点 和 线 是 对 偶 元 素 ， 两 公设 形式 和 内 容 均 
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是 对 偶 的 。 对 于 欧 几 里 得 平面 而 言 ， 第 二 个 命题 
不 常 成 忌 ， 因 为 在 那里 两 直线 若 平行 就 没有 公共 
点 ; 但 射影 平面 上 两 平行 直线 必 交 于 P. 点 使 得 
这 一 命题 成 为 一 条 基本 公设 。 另 外 : 

GD x 上 存在 4 个 点 ， 它 们 中 的 任意 3 点 
都 不 共 线 。 以 及 从 以 上 三 条 推出 来 的 ， 

(iv) x 上 存在 4 条 线 ， 它 们 中 的 任意 3 线 
都 不 共 点 。 

第 三 个 命题 也 是 一 条 公设 ， 用 来 排除 虽 满 足 
(D (让) 但 十 分 平凡 的 退化 情况 。 例 如 ， 


G———9-——-————e-— 


ERARE ANM Nu", “R? EHE 
几何 点 不 是 射影 平面 的 点 元 素 。 | | 

只 含有 限 个 点 的 射影 平面 称 为 有 限 射 影 平 
面 。 一 般 说 来 ， 一 个 有 限 射 影 平 面 可 以 认为 是 某 
一 种 区 组 设计 ， 它 把 元 素 称 为 点 的 有 限 集合 分 成 
一 些 称 为 线 的 子 集合 ， 在 满足 上 述 (j)(ii)(iii) 的 
条 件 下 形成 一 种 安排 或 配置 。 因 而 ， 它 在 组 合 数 
学 中 非常 重要 ， 在 对 正 交 拉丁 方 以 及 对 称 平衡 不 
完全 区 组 设计 (ook. A) 组 态 的 讨论 中 它 将 超 主 
要 作用 。 如 时 在 有 限 射影 平面 IN -RA CEA 
共有 2+1 个 点 ， 则 称 正 整数 an x 的 阶 ， 它 是 
的 基本 不 变量 。 

CH, BPP’ 是 射影 平面 x 上 两 个 不 同 的 
A, LL 是 x 上 两 条 不 同 的 线 。 则 分 别 有 aL 


TEE 3 EIAS 


上 的 点 的 集合 到 L 上 的 点 的 集合 之 上 的 一 一 映 
射 ，(b) 通 过 点 P 的 线 的 集合 到 通过 点 P 的 线 的 
集合 之 上 的 一 一 映射 ， 以 及 〈c) 上 的 点 的 集合 
到 通过 P 的 线 的 集合 之 上 的 一 一 上 映射。 

证 明 ，z 上 通过 两 不 同 的 点 P 和 Q@ 的 唯一 确定 
的 线 记 作 PQ@。 先 证 X 上 必 有 一 点 0, EB 不 在 线 
Lh, BAER L 上。 假定 不 存在 这 样 的 点 0， 
那么 xX 上 所 有 的 点 都 在 和 L’' 上 。 根 据 公设 (iii)， 
必 有 点 4 和 B 在 L 上 ,点 C 和 D 在 L' 上 ， 而且 这 4， 
B,0,D 中 任意 3 点 都 不 共 线 ， 由 此 可 知 线 4C 和 
BD BET XEL E.XIEL/ E, ME 点 0。 现 
EREA) HLEA- AE, ROE SRL’ 相 
交手 唯一 确定 的 一 点 8 ， 于 基建 立 了 一 个 把 8 映 
为 的 映射 ， 易 见 这 个 映射 是 上 点 的 集合 到 
L' 上 点 的 集合 之 上 的 一 一 映射 。 用 同样 的 方法 可 
以 建立 (2) 的 对 偶 命 题 (5) 的 一 一 映射 。 另外， 如 
果 O 是 不 在 L 上 的 一 点 ， 易 知 有 L 上 的 点 的 集合 
到 通过 0 的 线 的 集合 之 上 的 一 一 映射 ， 和 如果 OF 
L 上 的 一 点 ， 根据 (bo 所 述 的 一 一 映射 的 存在 ， 
上 述 断 言 也 是 成 立 的 ， 这 就 证 明了 《〈c) 所 述 的 一 
一 映射 存在 。 

上 述 证 明 已 指出 ， x 的 每 一 条 线 上 至 少 有 3 
个 不 同 的 点 ， 通 过 7 的 任 一 点 至 少 有 3 条 不 同 的 
ii 也 就 是 说 ， 有 限 射影 平面 的 阶 数 % UR 

VUE 

: 设 T 是 s 阶 有 限 射 影 平 面 ， 则 在 4 的 每 
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一 条 线 上 点 的 个 数 以 及 通过 每 一 点 的 线 的 条 数 都 
是 n+1， 而 且 7 一 共有 mtnti TRAM w+ 
n*12& £X, 

WH: RISO RIY Fe ER 
EHEH, Aa 上 每 一 条 线 上 点 的 个 数 等 于 
通过 每 一 点 的 线 的 条 数 ， 都 等 于 n+1。 ROEn 
上 一 点 ， 则 恰 有 ?+1 条 线 通过 点 O， 而 且 每 条 线 
ERO 之 外 正好 还 有 几 个 点 ， 所 以 x 上 总 共有 
lt+n(n+1)=V+nt+1¢ A, MHRER—-—R 
射 定理 或 对 偶 性 可 知 ，r 上 共有 ?22+?+1l A. 

这 个 定理 表明 ， 有 限 射影 平面 z 如 果 存 在 ， 
它 的 阶 数 7 每 加 1 时 ，z 上 的 点 和 线 的 数 目 增加 
2(n+1) > PALM 2 阶 变 为 3 阶 xz LEBER 
ER 从 7 阶 变 为 8 阶 ,r 上 共 增 16 点 16 线 ， 等 。 

”最 小 的 2 阶 射影 平面 共有 ?7 个 点 元 素 ， 其 中 
每 3 个 都 恰 在 一 条 线 上 , 称 为 3 ~ 子 集 , 共 有 7 条 
线 ， 而 且 其 中 每 3 条 线 都 过 同一 点 ， 即 任 3 个 子 
集 的 交集 都 恰 有 1 个 元 素 。 这 样 的 设计 对 我 们 已 
^H, Æ Nim 制胜 方案 Gel). BRE 
15 个 女生 问题 的 解 ( 表 2 ) 中 挑 出 含有 1,，…，7 元 
素 的 那些 三 元 组 ， 恰 为 二 阶 射影 平面 。 表 6 、 表 
7 、 表 8 虽然 在 形式 上 有 别 ， 只 是 元 素 和 子 集 的 
标号 不 同 而 已 ， 它 们 是 同 构 的 ， 这 样 的 组 态 可 以 
不 加 区 别 。 例 如 对 图 2 的 B， 可 以 用 一 个 置换 o 
把 它 变 为 图 2 之 A， 这 种 对 应 实际 上 就 是 对 图 B 
的 7 个 点 元 素 重 新 标号 。 如 果 用 X%,Xs，…*，2;7 标 
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记 ， 它 们 的 形式 上 的 差别 就 会 消失 ， 这 里 7 个 元 
素 与 顺序 无 大 。 


为 了 介绍 有 限 射 影 平面 p 
存在 性 和 不 存在 性 定理 ， 承 1-1 
B ES Ae ERNE Hs e 
理 ， 这 里 不 加 证 明 地 引入 与 3--6 
拉丁 方 有 关 的 两 个 定理 作为 me 
IE: 5-7 


TH: in=p, Htp ERM, a AES 


数 ， 则 当 n 之 3 时 ， 一 定 存在 一 个 n 1 阶 拉丁 方 


的 完备 正 交 组 @ 。 

Hh 没 n>3， 可 以 构 作 n MIETE 
充分 必要 条 件 是 可 以 构 作 完 备 的 m 阶 拉丁 方 的 正 
交 组 。 


“于 是 我 们 得 到 有 限 射影 平面 的 存在 性 定理 ， 


它 是 上 边 两 定理 的 推论 ， 

定理 ， Bin =p", 其 中 p JRM, a 为 整数 ， 

则 必 存 在 n 阶 有 限 射 影 平面 。 — : 
这 个 定理 指出 存在 无 限 多 个 有 限 射 影 平 面 ， 


而 对 于 不 等 于 p: 的 那 无 限 多 个 整数 中 是 否 仍 有 可 


以 构成 有 限 射 影 平 面 的 阶 数 则 未 置 一 词 。 于 是 有 
明确 的 有 限 射 影 平面 的 不 存在 定理 《〈Bruck- 
Ryser 定理 ) : 

GEH. STR 3Gmod DEA HEPA 


关于 拉丁 方 的 有 关内 容 可 多 阅 文献 [117,61 一 73。 


五 、 有 限 域 和 有 限 射影 平面 的 应 用 © 


子 部 分 至 少 有 一 个 素 因 子 p=3(mod 4) 时 ，n 阶 
有 限 射 影 平 面 不 存在 。 

所 谓 “ 无 平方 因子 部 分 ” 指 %， 满 足 md = 
Ny d 是 能 整除 ?的 最 大 的 平方 数 ， 如 果 d=1i1， 那 
就 表明 n 无 平方 因子 。 这 个 定理 指出 有 无 限 多 个 
?， 当 满足 定理 条 件 时 即 排除 了 色 阶 射影 平面 
存在 的 可 能 ， 如 当 素 数 p 三 3(mod 4) 时 就 不 存在 
n=2p 阶 的 射影 平面 ，6, 14, 22, 38, 46,54, e 
等 。 如 果 把 上 述 两 个 定理 确认 的 存在 和 不 存在 的 
射影 平面 的 阶 数 从 自然 数 里 第 掉 ， 仍 然 留 下 来 无 
限 多 正 整 数 处 于 归属 不 明 的 状态 ， 氨 今 为 止 还 没 
有 解决 这 一 问题 ,成 为 当今 组 合 数学 一 大 悬案 有 
兴趣 的 读者 ， 不 妨 利用 计算 机 篇 一 个 不 太 复杂 的 
程序 ， 把 这 些 待 定性 的 正 整数 打印 出 来 一 部 分 ， 
看 看 都 是 些 什 么 数 。 第 一 个 未 解决 的 情况 是 n= 
10， 人 们 不 知道 有 没有 10 阶 有 限 射影 平面 ， 更 不 
要 说 对 10 后 面 那 无 限 多 排 着 队 待 定性 的 数 该 怎么 
办 了 。 | | 

在 本 节 的 最 后 ， 让 我 们 回 到 对 称 平 衡 不 完全 


”区 组 设计 〈2 ,4)- 组 态 ， 已 知 它 的 关联 矩阵 是 


正规 的 ， 并 且 等 价 于 一 个 当 b=v, r-k 时 的 
(b vTr k ABA, TER: 

定理 ， 一 个 n BARH EMSARF-tS 
数 0=ni+n+1， =n+1 和 4=1 的 (v,k,4)- 组 
x 


TEA o 
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影 平 而 存在 性 的 关系 ， 它 没有 告诉 我 们 凡 存 在 的 
是 否 都 是 唯一 的 。 进一步 的 研究 表明 ， 当 ns 
2,3,4,5,7,，8 时 的 射影 平面 是 唯一 的 ， 迄 今 为 止 
人 们 知道 的 也 就 是 这 些 。 当 nn 二 8，%=p” (DAR 
数 ,0 为 整数 ) 时 是 否 唯一 ， 就 连 当 za= 9 时 有 几 个 
RAMON ER RNS. EAT MARAE 
里 ,与 射影 平面 相关 的 只 有 (7,3,1)-,(13,4,1)-， 
(215551)-, (31,6,1)-,(57,8,1)-,(73,9,1)- 这 
AEW, SEES PUAN, CEET 
BE. 
mE 人 类 犀利 的 、 势 如 破 竹 的 认识 能 力 在 区 组 设 
计 的 巨大 结构 面前 过 到 了 似乎 旦 难以 fr 越 的 障 
得 ， 每 当 智慧 费力 地 前 进一步， 就 有 十 个 新 闻 题 
应 运 耐 生 ， 数 学 猜想 将 超越 时 代 给 人 们 以 新 的 希 
望 。 这 样 看 来 ， 问 题 的 特殊 困难 性 似乎 并 非 完全 
出 自问 题 本 身 ， 而 是 将 含 于 人 类 智 TEA 
之 中 。 


DESEE 
三 连 系 
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在 第 二 节 中 我 们 曾 通 俗 地 介绍 了 平衡 不 完全 
区 组 设计 (balanced incomplete block design) 
即 BIBD， 以 后 文中 又 涉及 到 它 的 某 些 性 质 ， 这 
里 予以 重新 才 述 和 妇 纳 ; 

BIETEN oXy XH V-R, X, 
Kor, Ki XB 5 个 不 同 的 子 集 ， 满足 : 

Ci) d^ X; 是 X 的 RK- 子 集 ，. 

Gb 叉 的 每 个 2- 子 集 恰 是 b 个 集合 X,,X,, 
vey dy, HA 个 集合 的 子 集 ， 

(ii) 整数 vk, 4 满足 OCA, kcv-1, 
那么 就 称 这 些 子 集 是 一 个 BIBD s (6,0, v, 
k, A)y- Wi. 

&OxCX, xm b 个 子 集 RT, Xe 
六 ,中 的 T4, X 中 2 个 元 除 x 外 共 599-1 个 元 都 
fx 构成 2- 子 集 。 由 (Ox V-142--F RE b 
个 集合 X, Xo oy XH MT rCk-1) Ks 
HB GD, ixv- 1 个 2- 子 集 在 OP FRX Aue 
XPM ST A(v—-1) 次 ， 显 然 两 者 应 当 禁 等 ， 
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FEA: 
r(k-1)=A(v-1) (6,1) 

rf: BIBD 的 一 个 不 变量 ， 它 是 每 一 个 元 素 
ET X, Xo 和 中 出 现 的 次 数 ， 所 以 叫 重 
复数 。 由 于 每 个 子 集 有 k A, Kb, bk 是 元 
素 出 现 的 总 数 ， 又 由 于 2 个 元 素 中 的 每 一 个 在 这 
b 组 中 正好 出 现 "次 ，vr 是 出 现 的 总 数 ， 显 然 两 者 
应 当 相 等 ， 于 是 有 : 


. bk = vr |. (6,2) 
我 们 已 叙述 了 费 希 尔 不 等 式 的 证 明 过 程 ; 
b>v 64,10) 


在 对 称 的 〈2，KE，4)- 设 计 中 上 式 取 等 号 ， NE 
《6.2) ker, RE Co v, n, 和 )- 设计 的 记 法 就 
可 以 省 掉 b 和 7 而 写成 《v,k, 4) -设计 了 。 这 五 个 
基本 参数 之 间 的 关系 由 《6, 1) (6,2 (4,10) 等 确 
定 。 这 样 还 是 不 够 充分 的 ， 区 组 设计 研究 这 类 组 
态 的 中 心 任务 之 一 就 是 确定 这 五 个 基本 参数 值 的 
精确 范围 ， 今 天 它 仍 是 一 个 没有 完全 解决 的 领 
域 。 

FRA kA) -设计 及 其 关联 矩阵 的 两 

个 例子 。 
Keil, 8), dre ie Bae pes A, 

则 一 个 (8, 45 3)- 设 计 为 表 10 所 示 。 

{1, 2, 3, 4) (1, 2, 7, 8} {1, 3, 6, 8} (5, 6, 7, 8) 

{3, 4,5, 6} {2, 4, 5, 7}{1, 4, 6,71 11, 2, 5, 6} 

{1, 3, 5, 7} {2, 3, 5, 8) (8, 4, 7, 8}{2, 4,6, 8) 


六 、 斯 坦 纳 系 和 斯 坦 纳 三 连 和 © 


"nih mod 


(1, dy 5, 81(2, 35 6, 7} 


B 


| 11116090 | 
i à 
| 


11000011 | 
| 10100101 | 
00001111! 
A, - | 00111100 | 
01011010 | 


[900219 


11001100 

10101010 | 
01141001. 
00119011 | 
m 
| 10011001 | 


' 01100110 


X: (06,1,-.83), KENREEEN A, 
则 一 个 (9, 453)-K WEIR 
{0, 1, 2, 4} {1, 2,3, 5) {2, 3, 4, 6} (3, 4, 5, 7) 
{4,5, 6, 8}{0, 5,6, 7} {1, 6, 7, 8}{0, 2, 7, 8) 
{0, 1, 3, 8} {0, 1, 4, 6} (1,2, 5, 7}{2, 3, 6, 8) 
{0, 3, 4, 7} {1, 4,5, 83 10,2, 5, 6} {1, 3, 6, 7) 
{2, 4, 7, 38} {0, 3, 5, 8] 
表 11， 一 个 (9, 4,3) -设计 
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901 11 
MRROD- REIN I ERER SUD 
象 将 矩阵 卷 成 简 状 使 它 上 下 、 左 右 相连 ， 则 可 以 
清楚 看 出 它们 排列 的 规律 。 | 
由 《6.1)、《6.2) 式 可 知 ， 


nn ie | (6,3) 


_ AvW-1) 
b TED. (6,4) 
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因此 (6.1).06.2) 式 等 价 于 以 下 两 个 同 余 式 。 
A(v-1)=0 (mod k-1) (6.5) 
Av(v-1)=0 (mod k(k-1)) (6.6) 
(6.5), (6.6) E (0, k AN -设计 存在 的 必要 条件， 
这 两 个 同 余 式 是 否 也 是 设计 存在 的 充分 条 件 呢 ? 
这 个 问题 纠缠 了 组 合 数 学 家 们 很 长 一 段 时 间 。 
X k=1 时 ， 由 BIBD 的 定义 知道 只 能 
N=0, r=1, 而 由 《6.2) AXAb=v, 于 是 ， 
(vs 入)- 设 计 答 好 是 关 的 全 部 1- 子 集 “k= 2 
时 ， 同 样 知道 只 能 有 入 = 1， 而 由 (6.1)、(6.2) 式 


又 有 r=v-1, b=v (v- 1) /2=( ? ) 于 是 


(wk, M -设计 恰好 是 义 的 全 部 2- 子 集 。 前 者 
=0， 必 BIBD 的 退化 现象 。 为 避免 这 种 情况 出 
现 ， 已 在 定义 中 加 进 一 条 ”(iii) ， 把 它 排除 于 
BIBD 之 外 。 后 者 也 十 分 平凡 , 没有 什么 值得 研 
究 的 。 
于 是 ， 自 然 轮 到 讨论 k=3 时 的 情况 了 。 这 
时 (6.5)、(6.6) 式 变 为 ， 


À(o- 1)=0(mod 2) (6.7) 
Av(o -1)=0 (mod 6) (6.8) 
特别 地 ， 当 入 = 1 时 ， 上 两 式 可 合 写 于 一 式 
v=1 或 3(mod 6) (6.9) 


这 样 ， 一 般 地 称 v,3, 入 )- 设 计 为 三 元 系 或 
三 连 系 ， 称 (v, ks ı)- 设计 为 斯 坦 纳 系 ， 称 
(0,3, -设计 为 斯 坦 纳 三 元 系 或 斯 坦 纳 三 连 系 ， 
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它们 是 BIBD 中 区 组 最 小 、 最 基本 、 最 重要 的 研 
究 对 象 。 
MR Hir 14 — ER Mi BI TT và 


-个 > FAN RAE TOR. vi 
斯 坦 纳 三 连 系 记 作 STS(v) RS), HR t-i 
计 的 记 法 ，t-(v,k,1) 即 斯 坦 纳 系 ， WESA, 
kv) ,这 时 三 连 系 又 记 作 SC2，3，o)。 

斯 坦 纳 三 连 系 S(3) 只 有 一 个 三 元 组 {1, 2, 
3}， 属 于 退化 的 情况 ， 不 予 研 究 : 最 小 的 是 人 8 
( 7 )， 在 表 6，7，8 PERN. Hike #3 的 
S( 9 )， 表 1，2 的 5(15)， 也 就 是 说 ， 九 个 和 
十 五 个 女 学 生 问 题 的 解构 成 -- 个 9 阶 和 15 阶 的 斯 
坦 纳 三 - 连 系 。 现 在 再 给 出 13 阶 的 斯 坦 纳 三 连 系 司 
(13) AE RRA A 。 

-AK = 41,25++,12,0} 

(53,9; 12,4,10) (3,5, 11? {456512} 

/0,8,7) 01,658) (227,9) {3 98510} 

(4,9,111 5,10,121 (0,6,11)(,7,12) 

(0.2.8) (2,5,6? (3,6,7) (4, 7,8) 

(5,8,91(6,9,10) (7,1011) (8511512) 

40,9,1210.1.101 11,2,111(253,12j 

£0,3,4}{1,4>5} 
A12. 一 个 S (13) 


《13,26;6,3,1)- 设 计 
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ie py EDU E RR CU m EM E rd v 4 MINE 


S030 的 矩阵 4 中 如 用 箭头 把 所 有 的 1 顺序 . 
连结 起 来 ， 可 以 看 出 这 个 设计 分 为 上 下 两 部 分 ， 
MEKAR HTA 


一 个 斯 坦 纳 三 连 系 多 内 含有 (9)=332 (2 
~ 1) 个 XX 中 的 元 素 对 ， 每 对 怡 在 .多 中 的 一 个 三 元 
组 中 出 现 ; 而 多 中 每 个 三 元 组 (x, xs 28 X 
中 的 3 ARX, Bx, Xo XXa x, 5X, 
FE, Mb 个 三 元 组 共 含 3b 个 X 的 元 素 对 ， 


3b - Loto -1) 或 0 = avy 1) (6.10) 


这 表明 斯 坦 纳 三 元 系 中 三 元 组 的 个 数 bik MTF 
v RO LY 确定 的 。 那 么 ， 须 进而 确定 能 构成 
斯 坦 纳 三 连 系 的 那些 7 的 数值 ， 今 设 任 一 元 xc 
X, SEX v- 1 元 构成 v-1 个 元 素 对 。 

B 中 含 X 的 一 个 三 元 组 里 包括 含 x 的 两 个 元 素 


对 ， 因 此 ， .8 中 含 % 的 三 元 组 共有 二 (V1) M 
MX TEE r= 1L (-1) 个 三 元 组 中 。 
必须 是 一 个 正 整数 ， 由 此 式 可 知 ”必须 是 一 个 
奇数 。 另 一 方面 ， 由 b= 0C0~ 1) 必 是 正 整数 
可知， 3 能 整除 或 者 y， 或 者 V-I 


O LL 者 3 Jo, RUSE TE BRK, 有 v= 3K 成 立 ， 
SARAR KUANR MARENN = 01, 
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WEL: ' 


we) k=2n+1 Catk=an-1, Mn=1, 2, 
"y 于 是 得 到 ， 
v=6n+3 或 v=3(mod 6) (6,98) 
l 2. di 31-1), WHEE, F v=3k 
+1 RX, VAATA KUREN, BOW dex 
1(n20,1,2, 5 A k=2n, FRB: 
v=6n +13 v=] (mod 6) (6,9b) 
经 过 以 上 简单 的 讨论 ， 可 得 : 

EE: FE-S 2 阶 斯 坦 纳 三 连 系 的 必要 条 
件 是 ,对 某 个 非 负 襄 数 2 有 2=68+1 或 =68+3 
(或 ，2 对 模 6 与 1 或 3 AR: ?三 1, 3(mod 6)), 

伟 去 2 =1， 可 能 构成 斯 坦 纳 三 连 系 的 前 边 几 
个 v 什 为 3, 7,9, 13, 15, 19, 21, 25, 27,31, t e 

定理 的 条 件 对 构造 一 个 Sw) HEMER, 
也 是 充分 的 ， 这 是 1847 年 科 克 曼 在 “关于 一 个 组 
合 回 题 ”” 中 首先 提出 并 证 明 的 。 在 英国 ，1844 
年 较 早 提出 组 会 分 析 问 题 开 始 研究 的 有 了 西 尔 沃 斯 
特 和 伍 尔 豪 斯 26"。1850 年 数学 家 、 天 文学 家 山 
#&(Arthur Cayley, 1821—1895)“ 著 文 “关于 
七 与 二 五 物 的 三 元 排列 ”“， 他 从 1863 年 起 直到 
去 世 痢 在 剑桥 大 学 工作 ， 是 一 位 高 产 的 数学 家 ， 
曾 在 14 年 中 写 过 300 篇 论文 ， 是 素 负 盛 望 的 剑桥 
学 者 。 他 在 这 篇 文章 明证 明了 对 一 个 S(7), 只. 
存在 另 一 个 S,(7 ) 与 S,(7 ) 不 相交 。 接 着 ， 斯 
波 梯 斯 乌 德 和 安 斯 梯 斯 讨论 了 “关于 一 个 组 合 问 
题 ” Gs Gn , | 


74 five isl 


- ——"F'-— ero <= = o L PP ERR ERR cR eC 


另 一 方面 ， 在 欧洲 大 陆 上 ，1853 年 斯 坦 纳 提 
出 了 后 来 以 他 的 名 字 命 名 的 三 连 系 存在 性 蕊 
题 ”。 他 并 不 知道 科 克 曼 的 工作 ， 在 研究 四 次 由 
线 的 两 场 线 问题 时 明 到 了 这 个 组 合 问题 ， 在 两 页 
的 论文 中 提出 了 这 种 三 连 系 存在 的 必要 条 件 v= 
1,3¢mod 6) 对 于 它 的 存在 是 否 也 是 充分 的 。 期 
坦 纳 1796—1863) ”出 身 于 瑞士 的 一 个 小 农场 
主 和 小 商人 家 庭 ， 没 有 受过 什么 教育 ， 直 到 14 岁 
”还 不 会 写字 。 但 他 天 资 聪 颖 ， 详 于 计算 ，18 岁 离 
家 求学 ，1822 年 就 读 于 柏林 大 学 ，1834 年 成 为 该 
校 教 授 。50 年 代 时 ， 他 已 是 声名 卓著 的 几何 学 
家 ， 他 提出 的 85 个 “问题 和 定理 ?， 直 到 本 世纪 还 
有 人 在 深入 研究 。 由 于 斯 坦 纳 影 响 大 ， 经 他 一 提 
倡 ， 这 一 组 合 问题 引起 了 注意 ， RHR AR 
斯 "先后 发 表 文 章 ， 后 者 解决 了 斯 坦 纳 的 这 一 问 
题 ， 并 冠 以 斯 坦 纳 的 名 字 ， 以 后 “斯 坦 纳 系 ”和 
“斯 坦 纳 三 连 系 ” 便 流传 开 来 ， 变 成 了 约定 俗 成 
的 数学 专 名 ， 科 克 曼 的 名 字 反 而 不 为 许多 人 所 知 
IT | | | 

关于 斯 坦 纳 三 连 系 的 存在 性 定理 确切 指出 了 
2 应 具备 什么 条 件 才能 构成 一 个 8(2)， 这 仅仅 是 
48 k-3, 4=1 时 的 情况 。 经 过 一 百 多 年 的 探 
索 ， 直 到 1961 年 ， 哈 纳 尼 《H.Hanani) 证 明了 
“TERA 4， 三 连 系 (2, 3,4) 存在 的 必要 条 
件 (6.7)、(6.8) 是 充分 的 ， 他 甚至 证 明了 四 连 系 、 
(v, 4, 4) 存 在 的 必要 条 件 (6,5)、(6,6〉 也 是 充分 
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nn — 
的 。 应 当 说 ， MME KTM MLB TAK 

ER, Mi k> 时 ， 问 题 变 得 更 加 复杂 起 C 
来 ， 对 每 个 超过 4 的 天 值 者 有 着 虽 满 足 (65.5)、 
(6 ORHEI, K, A MR EFIE TE I CU, A) 
数值 组 .于 是 ,人 们 退 一 步 提出 了 以 下 的 猜想 : 对 
于 给 定 的 %, 除 去 有 限 对 数值 (v4) 之 外 ， 《6.5)、 
(6,6) 式 是 (5,k,4)- 设 计 存 在 的 充分 条 件 。 

1975 年 ， 威 尔 逊 (Richard M. Wilson) 证 明 
TP, TM ae: 对 给 定 的 正 整数 
k>5， 除 去 有 限 对 正 整 数 (v, ADS, Qo k, 4)- 
设计 存在 的 充分 必要 条 件 是 0 二 K 且 (6.5)、(6.6) 
ARM, 

Blk, ART BISYERREIRE NED 
来 的 一 日 三 十 多 年 之 久 的 奋斗 ， 人 们 终于 取得 了 
这 一 类 设计 存在 性 的 基本 解决。 


a 
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在 研究 区 组 设计 的 一 些 问题 时 ， 人 往往 需要 自 
已 动手 , 去 具体 设计 一 些 组 态 , 这 样 才 能 体会 出 创 
作 的 甘苦 ,感性 地 接触 构造 的 规律 。 事 实 上 ， 许 
多 组 态 的 存在 性 问题 ， 可 以 随 着 构造 的 完成 而 获 


得 解决 。 


当 你 构造 出 一 个 斯 坦 纳 三 连 系 时 ,比如 
Sao, ， 首 先 想 判 断 它 是 不 是 与 已 知 的 同 构 。 一 
PBK, BA, ALTO, v, rk, DAA 


”的 关联 矩阵 ， 如 果 存 在 ! 阶 置换 方 阵 P 和 v BLE 


换 方 阵 @， 使 得 
A,= PA,Q (7. 1) 


成 立 ， 则 称 这 两 个 组 态 是 同 构 的 。 对 于 参数 组 D， 
v, r, k, AWS, EHR (b, v, r, k, A-#A 
态 可 以 不 加 区 别 。 前 边 已 经 述 及 ， 民 构 的 两 个 组 
态 可 以 通过 调换 元 素 和 子 集 的 命名 标号 而 变 成 同 


区 组 设计 的 构造 方法 有 许多 种 ， 主要 是 直接 
法 和 递归 法 。 直 接 法 对 一 些 特殊 的 变量 ， 例 如 当 
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元 数 v ARARE, QUA mk. FERRE Ew 
”或 同 余 , 已 为 前 文 所 述 。 当 然 , 早 期 的 构造 、 阶 数 
较 小 的 构造 世 主 要 靠 直 接 法 。 我 们 其 至 可 以 用 计 
算 机 来 设计 一 个 S (D ， 关 键 在 构造 的 方法 已 知 ， 
并 且 运 算是 可 行 的 。 玻 斯 在 1939 年 以 一 篇 47 页 的 
文章 论述 了 “对 称 循 环 差 法 ”， 或 简称 “混合 关 
wm" 。 

第 四 节 我 们 曾 提 到 差 集 X\ 么 ;和 交集 Xi 人 
构成 新 的 组 态 的 两 个 定理 ， 这 里 首先 予以 证 明 。 

定理 : WR X, (=1，…，2) 是 关于 集合 
X-2(n, or, LSM CO, k, 2 -组 态 ， 
则 对 于 其 中 任 一 X, FRYV-1P RA: AN, 
X,NX,, te X, NA, Xii NX, i, XNK; 
MM AH BARNEY (W-D, W-k), 
k, k- A), A) -~ 设计。 

证 明 ， 显然 XN Xi X NX ns Xy\ Xi 
包含 的 元 素 属于 X、X;:， 而 集合 X、X; 中 的 每 一 
元 素 仍 然 存 在 于 有 组 中 , X NX, 中 每 一 对 元 素 仍 
然 同 时 出 现 1 次。 由 于 对 称 的 (20，K, - 设计 的 
任意 两 组 都 正好 有 4 个 共同 的 元 素 ， 故 X,, Xs 
ey Xio Ay cn, X, PR-RAGX, FA 
个 元 素 相间 。 BOX NK, KNX pe Xi NX, 
XU NK XNXX PAK -APTER, MXN 
Xi, XN Mis XNA iy XN Xi e, XN 
X, 组 成 ((0—-0),(0-10, ky k-, A» - 设 
it. WS... ; | 


七 、 斯 坦 纳 三 编 系 和 斯 坦 纳 系 的 构造 方法 81 


定理 ， 如 果 X;G-1, s 是 关于 集合 
={X,, «+, X 的 对 称 的 V, k, A-A, 
则 对 于 其 中 任 一 X;， 下 列 2 ~1 个 区 组 : AN 
X AXi rn Xi Nis Xia NX rs Xn 
XX, 构 成 一 个 关于 集合 XW (W-D, k, k- 
1), A, (4 一 1))- 设 计 。 

EU: BAR X,OX, X,nX, c, Xf 
Xi, Xin NX; we, XOX MABFR X, 
的 元 素 ， 而 且 ，X; 中 的 元 素 只 出 现在 其 中 的 8&- 
1 组 中 ，;i 中 任意 一 对 元 素 在 这 2 -1 组 中 同时 
出 现 4 一 1 次 ,同时 , XX, X;, Xon Xin, X, 0X, 
都 包含 有 AHH, WM XOX, NA 
X, ,0Xi, Xin 0 Xi, c. By NX 构成 关于 集 
AX ((Q-D,k, k-D, 4, A-DI-R 
ib. 证 完 。 

上 面 两 个 定理 的 应 用 范围 须 满足 BIBD NE 
义 ， 自 然 也 就 满足 了 (4.10), (6.1)，(6.2) 等 式 
KHER., E (6.2 bk =27， 前 一 个 定理 当 有 

(v-1) (k-A) = w-k)k 
Bp v-1=k(k-1)/4 (7.2 

对 于 从 已 知 的 六 个 有 限 射 影 平面 所 构成 的 对 
hw, k, A- EHMs,v-ı=n'rn, klk- 
/A=wen, Hk 7.2) 式 显然 成 立 。 由 此 我 们 
可 以 得 到 (6 4, 3, 2, 1)-， (12, 9, 4, 3 
1)-, (20, 16, 5 4 D- , (30, 25, €. 5, 
1)-, (58, 49, 8, 75 1)-M (72 64, 9, 8; 
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1)- 共 六 个 新 的 BIBD， 其 中 最 简单 的 是 由 子 = 
{1，2，3，4) 的 元 构成 的 {1,2)} 541532, 1154}, 
{253}, {2.4}, {354}. 4R, KPH 果 是 很 平 
凡 的 。 | 
同样 ， 据 (6.2) ， 后 一 个 定理 当 有 : 
(v— N= kK 1) (7.2) 
经 上 面 的 讨论 已 知 (v,%, 入 )- 设 计 可 满足 《7.2》 ' 
但 是 ， 所 推出 的 新 BJBD 里 出 现 了 入 =0 的 退化 
MB, 换言之， 这 个 定理 可 用 的 必要 条 件 ， 是 对 
Pee (v, k, A) -设计 中 入 二 1。 
Bl. 今 有 集合 全 = (1，2，…，15} 构 成 对 称 
的 (15, T, 3) -设计 ， 求 (1457, 6, 3, 2)- Ut 
11,2,8,4,5,06,7), 
(1,2,3,8,9,10,11), 
(1,2,3,12,13,14,15), 
(1,455,859,12,13), 
{15455510511514515}, 
{15697 9859914515), 
{1565751011512513}s 
© 42,45,65,8,10,12,14?, 
(2,4,7,8,11,18,15), 
(2,5,6,9,11,12,15), 
(2,5,7,9,10,13,14) ,. 
(3,450,9,11,13, 14), 
~ 4354,7,9,10,125 15], 
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(3, 5, 6, 8,10, 13, 15}, 
(3,5,7,8, 11, 12, 14] 


A13, (15,15, 7, 7, 3) -i& H 


表 13 中 15 个 ?元 组 记 作 X; G=1, 2, = 


9 


15, A Fi 3 1B], X0 X,%144 3 元 组 


为 : 


{1, 2,3}, {1, 2, 3}, (1,4,5), (1,4,5), 
{1,657}, {1,657}, (24,6), (2,47) 
(2,5,6), (2,5,7), {3, 4, 6}, (3,4, 7), 


{3,5,6}, 13,5,7). 


A14. (14,7,6,3,2) -di iT 


如 果 应 用 关联 矩阵 ， 
记 表 13 设 计 的 (0 ,1 )- 
HENA (这 里 从 上 略 )， 
所 求 表 14 设计 的 矩阵 为 
B, 那么 上 述 求 交集 的 方 
法 就 相当 于 从 4 中 去 掉 六 ， 


所 在 的 第 一 行 ， 以 及 去 掉 p 


X, 行 元 素 为 0 的 所 有 列 ， 
[81358 X, — (2, 2,7. 7} 
的 一 个 BIBD, HABEN 
B, 
| LETRHEAÄT 
较 大 的 结构 转 求 一 个 较 小 
_ 汐 ， 派 生 雹 能 为 不 强 ; 而 


o o o oO oO Q rn Hd HM Mm Hm 


oo 


oo o op m m e n 9 O «D Q mM m 


mo 4 ot lul D D O o O co O O or he 


C dc m me 0 o m m O OFF dc 0 
Cc o O O m m OO 9 o em 9 S 


Qe aam on onnu ne 0 «0 00 


[A Oe C m O m OF HO Oo FC c 
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递归 法 提供 一 种 从 给 定 的 较 小 的 结构 派生 出 一 个 
较 大 的 来 ， 其 意义 就 不 相同 了 。 

定理 ， 如 果 存 在 一 个 ? 阶 斯 坦 纳 三 连 系 和 一 
个 w 阶 斯 坦 纳 三 连 系 ， 则 必 存 在 ~- 个 vw 阶 斯 坦 
纳 三 连 系 。 | 

WB. 设 义 = {X,，…，Xv}， 史 , 是 一 个 用 
XX 的 元 构成 的 S(D) ;Y= (gu, s Yw) s Bem 
AMY HH MHWS(wW), O22 {2,21<i<v, 
-1<j<w} 是 vw 个 元 素 的 集合 。 将 2 的 元 排 成 一 
个 vxw 阵列 ， 其 中 每 行 对 应 于 和 的 一 元 ， 每 列 
对 应 于 了 的 一 元 


( y Y, e Um 
X, Zu LM tortet Ciw 
X, | Za Za tt Zw (7 3) 
X, V Za Zp ttt Zow 


现在 可 以 利用 Z 的 元 素 定义 一 个 三 连 系 罗 了 。 设 
{Zis Ziss Zu) 是 Z 的 元 素 的 一 个 三 元 组 ， MA 
TEREIHF-ZERAUENYUTNZHI-R 
X4 | mE | 

(a) r=S=t, MA IX, X5, Eh 
的 一 个 三 元 组 。 这 等 价 于 元 素 Zire Zjs 和 Zy 处 
于 (7. 3) 阵列 的 同一 列 中 ， 它 们 所 在 的 那些 行 对 
应 于 多 ,中 的 一 个 三 元 组 。 | 

(b t=j=k, ME (ye ye y) EZ, 中 
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的 一 个 三 元 组 。 这 等 价 于 元 R Zur Zj 和 zu 处 
于 (7.3) 阵列 的 同一 行 中 ， 它 们 所 在 的 那 些 列 

(0 ij k WMA, IFA (o js 24 
ER PR IO. WH, rs ss t 两 两 不 
$, FE (y Yo 30 X sb HT Lu. 
MSOF (7.3) 阵列 的 元 X Ze» Zine Zu 处 于 
三 个 不 同 的 行 种 三 个 不 同 的 列 中 , 这 些 行 与 多 :中 
的 一 个 三 元 组 对 应 ， 这 些 列 与 $$, 中 的 一 个 三 元 
组 对 应 。 

WH (7.3) 阵列 里 劣 的 任 一 三 元 组 都 没 
有 恰 占 据 两 行 或 两 列 的 现象 。 设 (zu. zu) 是 一 
个 名 的 元 素 对 ，i 订 去 js， 则 有 三 种 情况 : 

情况 1 : +=s， 由 此 ij, ENG ESQ), 
则 郁 , 中 存在 唯一 的 包含 元 素 对 (vr) 的 三 元 
组 (eo tjs tid, ATT (nous Zis Zar} 是 多 中 
包含 元 素 对 {zi,，zjr} 的 唯一 三 元 组 。 

情况 2 = 5, Hers, PES. S(w), 
UB :中 存在 唯一 的 包含 元 素 对 {y,,y。} 的 三 元 
组 {Yes Yes y 因而 ize. Zus za) EB A 
含 元 素 对 {%;,,zi,} 的 唯一 三 元 组 。 

和 情况 3， is) 同时 "ss。 因 8,5800), Mi 
SB PRES (2,2, 的 唯一 三 元 组 {2,, V, 
TSAR JESQO, AB SVE E s yi) 
的 唯一 三 元 组 (y. ye ys BID (ze. m 
aj 是 多 中 包含 元 素 对 (no z24) 的 唯一 的 三 元 
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组 。 | 

HL, Bet v w HWA Z R 
S (vw)。 证 完 。 

例 ， 设 是 = n Tos Lah, 党 ,是 仅 有 一 个 三 
元 组 4z,，za，zs) 构 成 的 8 (30: Y 5 (yon 
Yat» BLA + St HY Yoo SaL 成 的 
S (3 今 求 3x SHAH YE RB. Q= 
:4521, 25 3,j 9 1. 25 3HE3x 3 个 元 素 的 集 
合 ， 根 据 (7.3) 式 ,可 以 将 2 的 元 排 成 3 x 3 阵列 
WTF: 


Yı Yo Ys | 
Lı (Zu Zi Zıs | 
T: 222 «| (7.4) 
(X3 \23, Zaz #33 | 


(1) 4r=s=t WH {Zis Ziso Zu) € $8, 
BOR s, Zars Zaihs 4212» Zaz» Zub, (2109223 
za) 3 个 三 元 组 符合 条 件 ， 亦 即 〈7.4) 纵 列 的 
3 个 三 元 组 。 

(2) Bis j=k ES iz, zu» zu) ER, 
WAR (Zis Zine Zishs ait Eno Zesto 125192995 
Zsa) EB (7.4) 3 横行 的 3 个 三 元 组 符合 条 件 。 

(3) Ur, s, (HAA $, i, 7, FR 
RE {Zins Zur EB, WA (S11 F229 Zas)» 
{21292235 zu), {Zias Zei» Zaz} Uti Zos and, 
UZiasZoi» Zea], Riso Z229 Zei) R6 FU 
合 条 件 。 


七 、 斯 坦 纳 三 连 系 和 斯 坦 纳 系 的 构造 方法 “87 


综 上 ， 所 得 到 的 3 x3 阶 斯 坦 纳 三 元 系 59) 
就 是 (12，9，4，3，1) -设计 ; 将 (7.4) 中 三 行 各 
元 顺序 写成 1 ，? ，…， 9 就 得 到 第 三 节 表 3， 
EE 9 名 女 学 生 4 天 内 散步 的 分 组 方案 。 

fj. 设 X={xX,, x Ch Z, 是 仅 有 一 个 
三 元 组 (Xu, X, X, 构成 的 S(3); Yay. 
y Ur}, B, 是 一 个 用 Y 的 元 构成 的 SC(7)。 今 
求 3x7 阶 的 斯 坦 纳 三 连 系 多。 令 2= {Zij1<i< 
3, 1<J<7} 是 3Xx7 个 元 素 的 集合 。 根 据 (7,3) 
式 ， 可 以 将 Z 的 元 排 成 3x7 阵 列 如 下 ， 

Yr Ya Ys Ya Ys Yo Yı 
Qu Za Zia Zi Zu Zis Zu € 
X} Za E, Za Za Zs Zu Za | (7.5) 
elz, Z3, 233 Zsu Zy Zu y 

C1) 4 r-S-ÍiH] (Zi, Zjsy ZE 4, 
WA {Zas Zas Fas {Zas Zas Zalo ms {Zs 
Zis Zu) 374 三 元 组 符合 条 件 ， DR BB CT. 5) BA 
列 的 7 个 三 元 组 。 

C2) M t= J=KN {Zis Zi, Set} AF, 
故 对 (7.5) 28 1 SNA 7 个 元 有 {as Zas Zips 
{Zias Zus Ziso {Zus Za- Zo); Vus ZusZal? 
(Z4, Zis Zu). {Zos Zus Za), {2:35 Zass Zieh 
共 ?7 个 三 元 组 符合 条 件 ， 显 见 每 个 三 元 组 的 7， 
S, t 满足 Yo Yo YJE Z, PEERKE 
个 数 是 按照 表 6 排出 的 。 同 理 , 对 (7.5) 第 2 列 、 
第 3 列 的 14 个 元 共有 14 个 类 似 的 三 元 组 符合 条 


TEE RAR En 


tf. 

C3) HB r, s, HAS, I js EPI 两 
NEN, (25, Zh» Zu] ER: MA Uno gas 
Za] » (Zu Z343 Zist> {23132109227}? {Zis Zus 
Zsl» ÍZga Xie) Za) {Zass Zia Zaro iss 
435? Zz26} 为 一 类 (7 个 ) 三 元 组 符合 条 件 。 xx 样 
的 类 共 可 写 出 不 同 的 6 个 来 。 这 是 由 于 在 条 件 
(YT, HWRE yo yt CR. 的 7 个 三 元 组 
中 任 一 组 确定 的 >，s， 扎 将 1,2，3 DER HEIZ 
Zas Zu) E i, js 这 三 个 位 置 ， 不 同 排列 方 
法 的 总 数 是 31 = 6。 于 是 在 条 件 CO) 下 ,满足 
zus 0 BSCR IS ZOUER BM 7X 6 = 42 © 
个 。 

综 上 ， 所 得 到 的 3 x 7 阶 斯 坦 纳 三 连 系 即 是 
(70, 21, 10, 3, 1) -设计 。 
从 现代 设计 的 观点 来 看 ，S (3D 是 一 个 很 小 

-的 结构 ， 但 如 果 要 我 们 写 出 这 70 个 三 元 组 ， 那 确 
实 令 人 不 胜 其 繁 。 将 〈7.5) 中 三 行 各 元 WES 
成 1，2，…，21， 再 依法 编组 ， 可 使 问题 路 为 简 
化 。 | 

”这 个 例子 可 以 看 作 是 科 克 曼 著 名 的 15 名 女生 
问题 的 推广 ， 一 位 教师 每 天 组 织 她 班 上 的 21 名 女 
生 散 步 。 散 步 时 女生 排 成 7 行 ， 每 行 3 人 ， 使 每 
Nt EAD AE, TRE REAR LOK RS, 
使 每 2 名 女生 至 多 只 有 一 次 排 在 同一 行 ? 有 兴趣 
的 读者 ， 不 妨 编写 出 这 个 8(21)， 并 列 出 它 的 关 
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递归 法 从 一 个 较 小 的 区 组 来 构造 设计 ， 是 更 
为 重要 的 方法 ， 如 果 追 湖 这 一 方法 的 起 源 ， 穆 尔 
在 1893 年 的 一 篇 文章 “* 可 能 是 最 时 的 记录 。 
1961 年 ， 哈 纳 尼 给 出 两 个 递归 定理 ,是 区 组 
设计 理论 的 重大 成 果 ， 在 霍 尔 的 书 《 组 合 论 》 
中 和 冠 以 蛤 纳 尼 的 名 字 ， 列 为 基本 定 MH. EX 
已 提 到 ， 他 还 证 明了 k=3 和 4 时 (b, v, r, k, 
A) -设计 存在 的 必要 条 件 也 是 充分 的 ， 为 世 所 瞩 
Ho 

DAF 5] FA Ba BEE A RE RA ORE 
一 个 BIBD， 具 有 本 书 引 言 中 所 说 的 纪念 性 的 意 
义 。 陆 家 义 是 我 国 著名 的 组 合 数学 家 ， 他 在 令 人 
难以 想象 的 艰 昔 条 件 下 ， 独 立 创造 了 一 套数 学 方 
法 ， 在 区 组 设计 的 领域 内 ， 衬 立 了 新 的 里 程 碑 ， 
获得 国内 外 组 合 数学 界 的 公认 和 高 度 评 价 。 这 里 
引用 他 的 手稿 (1965 的 一 部 分 ， 反 映 了 当时 这 
个 领域 的 先进 水 平 。 当 然 ， 对 这 本 小 册子 而 言 ， 
陆 的 文章 超出 了 专题 普及 读物 的 水 平 ; 但 本 书 作 
者 相信 ， 一 定 会 有 研究 者 对 这 篇 论文 的 原貌 产生 
兴趣 。 在 长 期 等 待 《 陆 家 义 论文 集 》 出 版 没有 新 
的 信息 的 情况 下 ， 作 为 下 文 还 要 谈 到 的 、 为 陆 家 
义 争 取 解 决 科 克 曼 女 生 问 题 的 优先 权 努 力 的 一 部 - 
分 ， 在 征 得 有 关 方 面 的 同意 之 后 ， 认 为 在 这 样 一 
本 专题 介绍 “ 科 克 曼 女 生 问 题 ” 的 书 中 引用 陆 家 
Bx 8] BR ZI HR AES SR). SR, LAM 
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讳言 ， 笔 党 对 这 样 一 篇 几经 改写 、 多 次 投稿 的 论 
文 在 从 1961 年 迄今 的 27 年 里 未 能 正式 发 表 表 示 晒 
憾 ， 它 应 当 尽 早 和 读者 见面 ;同时 ， 作 为 一 个 数 
学 员工 作者 ， 笔 者 认为 按照 解决 科 克 曼 女 生 问题 
历史 进程 的 原来 耐 狐 所 作 的 记录 共有 更 重要 的 包 
究 价 值 。 | | 
对 陆 文中 各 种 记号 的 解释 ， 请 阅读 “附录 ” 
中 的 第 C. CO BRO; 读者 也 可 以 跳 过 这 
些 内 容 ， 直 接 阅 读 下 面 的 第 八 节 。 


C=) 构造 B 的 差 集合 方法 9 

$8. ir=7'(q) Uo (qm Mm) (3) 
其 中 以 是 阶 为 WE, Mo c 慑 中 的 元 素 Y, 
y, 2-2 叫做 元 素 E 和 E 的 对 称 差 。 如 果 EH, 
(y, 2, f= yz) (YM y'Co,zfüz' c M ),. 
从 每 一 对 相遇 的 上 和 EC 写 出 一 个 对 称 差 EM 
£'CoM), Hr 中 元 素 构成 的 一 个 区 组 b 可 以 
"i nq - 1) 个 对 称 差 〈 设 ?是 p 中 属于 cM 的 
”元 素数 ) ， 将 这 些 对 称 差 以 任意 的 次 序 组 成 一 区 
2H, WOR MPRA, AS FER rz 中 元 素 构成 
的 设计 ， 则 由 S 中 每 个 区 组 所 作出 的 对 称 差 组 的 
”全 体 叫 做 S 的 差 设 计 ， 用 DuS 来 表示 。 


O 这 里 引用 陆 家 郑 手 稍 ，“ 平 衔 不 完全 区 组 与 可 分 解 不 完 
全 区 组 的 构造 方法 ” (190543 HMH) 中 第 (=) * 
5, RRMA LA BH RAIA 


tp NERS prre en Ee d duret ctt pnma 
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我 们 用 记号 FY.ck, 4, m, ni C FY) 
来 表示 c 中 元 素 构 成 的 具有 以 下 性 质 的 区 组 设 
it: 

O 每 个 区 组 的 大 小 等 于 给 定 的 常数 Fe. 

GD A ER EET, HW Ary, 69) -0, 

GiDd ECT, y€o, W Ap lÉ, Pon (四) 等 
于 给 定 的 常数 4， 

(ME Y, y, 2c€co0M y My Eo, 2 
EM), A z-08 yu. UY yY, DEDy 
FY 中 的 重复 数 为 0 。 在 共 人 情形 它 在 DxFY 中 
的 重复 数 等 于 4。 

WR Ew Ani uM, we PY CK, A, m, 
NIDA, MMR ncFYq A, m) 

$9， 下 面 这 命题 是 显然 的 。 

Cape) BRAS SMFY, Ck, A, m, 
7 满足 以 下 的 条 件 (SCFYo)， 以 S' 取代 下 Ya 中 
的 S BU FY’,,,’Ck, A, m, n3,0 

D FY, 中 的 元 素 属 于 v (9) Uo (m)M 
(m), S'"BRHZUXURT v" Gg) Uo (m M), 
zs" 与 r HARM; 2 

GD S 不 食 T 的 元 素 ， 量 任 一 coM 中 的 
元 素 在 DS 中 的 重复 数 等 于 在 DiS 中 的 重复 


O ”让 处理 多 个 同一 种 类 前 设计 时 ， 俩 用 说 拆 或 其 他 记号 六 
EE, SUA FYqug. — RE 
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数 ， 

Gi) §8 的 性 质 (i) GD Gi) Ze r BH 
Tw'、FY 改 为 S' 后 对 S 完全 适用 。 

?10， 给 出 正 整 数 亚 的 一 个 分 解 式 ， 


R- Í pi (4) 


ie Ec) 

(JE, 72 ERR) ， 取 各 个 有 限 域 GF， 

(Di) 作出 它们 的 直接 积 ， 可 以 确定 一 个 阶 为 民 
K-[] GF (pi), 


FEES) 
对 任意 的 2 和 w'cK, ic E(S), 
Por (wt w) = Pw) + Pk, (Q0), 
Pee (ww) = Pe: QD Pdi QD), 
K 的 元 素 可 以 用 下 面 的 方法 分 成 互 不 相交 的 2: 个 
FER, MAHER iC ECS), PG; (w) =0 
S>PEi(w')=0, Www’ 属于 同一 具有 某 个 
足 码 了 的 群 Gj(jE (2))。 元素 OPAO) = 
0，iE EE(S)) 本 身 成 一 群 ， 记 为 G,s， G; 内 的 乘 
法 单位 元 素 记 作 ejo 
设 在 每 个 G; GEER -1)) 内 给 出 一 个 子 
群 Hj。 我 们 考虑 ( 3〉 式 中 的 (go 是 空 集合 
WM 是 K 和 一 个 模 的 直 积 的 情形 ， 即 设 ， 
r=o(m)M (n)K (R), (5) 
以 下 面 的 性 质 定 义 v 中 元 素 构成 的 设计 FECKk， 
A, m, n, RI 《简称 FE), 


a LAS Loa D wt uod 
EG we: 200 Be X t. 
m Far un wel. DAVOS pet 
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PED ree Tern V 


mer" Amar re ere Hinc 


G) 每 个 区 组 的 大 小 等 于 给 定 的 常数 ks 
(ii) FE= U | ,了 Sj;, 对 任意 的 (X, y, 2) 


CooM A jc E(?- 1). FE-TR ae Gi 使 
$8. 2% weaHjyat, (X, y, z w) t Dy, FS; 
的 重复 数 为 %”， 当 wEQHj 时 ， (x,y,z, w) 在 
DuxFS; PHB BA (GH, eH; EG, 内 的 一 
Dir 。 

若 存 在 阶 为 ?的 模 M MA ARHAR (及 其 
TGEH,, (HF ECK, A, m, n, RJ) 可 以 构造 ， 
这 事实 我 们 用 (nr，R) EFE(k，4，m) 来 表示 。 

$11. 【命题 】 (PECK, 4, m, n, RD, TCk, 
m) RFE((k, A, mm’, n, R3, 

WH: d FE 的 元 素 属 于 otmM n) K 
(R), TCk, m^ 的 元 素 属于 om), $ $7, 
(FE, DEHRET M KO, $FS'; = (FS; 
T», QW (FE, D-C E FS, T)= | (FS,, 


je Ec -1) 


T). Uy FSQX TTE- (E, D, Eu 


je EQ ~=) 
HARE, SLEE O 和 (在 将 0 改 为 o0'、 
FEMES, oa FE’ 和 FS' 后 在 此 完全 成 
X. — 
任意 取 OCS; jEEO*-D. A X (30 
np b 中 第 a 个 元 素 与 8， 工 ) 中 每 组 的 第 a 个 


pe ag ee 


@ 据 87 (EF,T) 的 元 妆 属于 oMKo'， 改 写成 00'MK 
于 实质 并 无 影响 。~ 一 野 家 车 法 。 
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EEE el cr qup CP modeles tcrra murum PEP oo n rito dms, onc, Be” Co A EA O ae) lear 


GRAMM OEE (GOD , KH. b 中 两 个 元 素 
(x. z, WR (x, z', wh) ME a, x, 
z-2, w-w) 对 应 于 bO, D PERK Fi 
PIRRE GML Co, ziüuz eM, w Mwe 
K), 
(X, yd. QU, yY), 2-2, w-w), 
(X, yd, QU, Y, 2-2, w-w), 


(Qc, Yn't ), QU, Ynez), 2-2", V-W); 
而 Qu. YD, Yas V2. cv Qn Ym) ÆTT 
NEAR (84). HAR, (oo) (000 MK 
PATCH (Qe, yd, QU, y), ZW) Dar FS, 
中 的 重复 数 不 依 赖 于 y Hv 而 等 于 Qv, 
Z, WE DuxFS. 中 的 重复 数 。 于 是 ， 从 310 的 
HE GD 对 FE 成 立 推 知 对 FE’ 也 成 立 。 性 质 (i) 
的 成 立 则 属 显然 。 
(X) x; cm, RCFE, A, m), me 
r0, W m, REFER, 4, mm), 
$82. i r=7'@Uc (MM mmo qm», 
g zE JI， 定义 从 Ar 上 的 单调 映 象 Pa 
M EEr, Q9) =£, 
M §€oMo', P7" (p, (D) = Poke’ (5) 
Py" (p,(D) = Pek’ (5 +2, 
Po (p,(£)) = Pome’ (5), 
px 可 以 推广 到 c 中 元 素 构成 的 区 组 集 S. DR 
b 是 r* 中 元 素 构成 的 区 组 ， 于 是 p: ORK b 中 
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每 个 元 素 8 改 成 中 :(5) 而 得 的 区 组 。 将 8 中 的 每 
个 区 组 5 收成.(28) 而 得 的 区 组 集 就 记 作 中 :(8)。 
VOWS) = Lupe), 

考虑 m' =1, Mo’ 可 略 去 的 情形 。 我 们 证 
明 下 面 的 命题 成 立 。 

【命题 

(D AERE EY, M Aus (& 89) = 
NAs); 

(i) Her, E£'co M, 则 Au s: (E, 
£^) = ACE, Pos PONCE): 

Gi) FEM £^ COM, Mies SEN) 等 于 
E 和 EE 的 对 称 差 在 DS 中 的 重复 数 。 

WHA: DER, HEETE CoM, ERE’ 
在 8 MIA OLR a DE. IRE" C P2, 

MCE) ,网 存在 唯一 的 2 = PONCE’) — PE”), 

EME TED Co P DLE Co Bo. 相遇 。 如 果 EVE 
Po, PONCE’) MAN TE Ez HEME ER. Cd) 中 以 序 
(a, BPH 遇 。 由 此 兄 (ii) 成 立 。 对 于 (iiiD , FEM 
£/ 的 对 称 差 在 Dn b(O CS) 中 所 出 现 的 一 次 相应 
PEME /在 5 中 以 序 (a, Po 相遇 ， 则 存在 唯一 
的 Z= PCE) - Pouce” EME E p) 中 以 
序 (a,B) 相 遇 。 而 如 果 E IE" 的 对 称 差 不 等 于 
和 5/ 的 对 称 差 ， 则 前 者 以 序 (BD dE b RHR 
HS A ETE ZEME EPODO RA A E W SF 
(a BH, HUE EL GIDIE Ze | 


818. mwa C5) AO E T-GOm! 


zu el 
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MM(n)K(R)。 给 出 t 中 元 素 构 成 的 一 个 区 组 集 
和 入 中 的 一 个 元 素 a 后 ， 用 a 去 乘 S 中 各 元 RK 
上 的 投影 而 得 的 区 组 集 记 作 人 3，o>。 车 元 素 集 
ACK, MS, A> = UIS, a》。 以 后 需要 


MA; 在 G; 内 的 每 - ded 一 "IR 
— 含 的 元 素数 显然 等 于 五 ;在 
Gy 中 的 指数 。 

DE) RFE Ck, X, m. n, R2 中 的 元 
#iRToCm)M(n)KCR), Be Ck, A, mn gq) 
DG XGTUOGDUOMG/, B, BE v 中 元 素 
构成 的 BE, 入 ,gj)， 则 

DU os | (F8, A0)U Bo 是 FY Ck, A, 


jee 
mn, RJU B’, HP FY, B5 XR T t-21'U 
oMK,®. 


wm: SEO Ye (68, ADU Ba 


除去 B SM KAR, RIEHSWE PY. 的 条 
件 。§ 8(i) 显 然 成 立 ，T 的 元 素 在 5 中 只 在 属于 
BSAA. HTB PY BORA, 所 以 
$8GD RS, 

REET’, (yz)EoM, 集 Psux((y, z)) 
中 仅 有 一 个 元 素 (在 KK 上 的 投影 是 0) SEF 
S 中 属于 8 的 组 内 相遇 入 次 ， 因 § 8(iii〉 也 成 


@ (3) 式 中 的 0 相当 于 这 里 的 gM，M 相 当 于 这 里 的 KK。 
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PR 


Vo 

现在 考虑 关于 DS 的 88 Gv); 

1, REC (COM) OM) BK, Pet OZ) = 
0. ixHj E 只 能 在 Dr 内 出 现 ， 如 果 Puis 
(5) = (Y, 2,(y, 2» (y€o, zEM), ME 
ZUM ZR B BSXC— US II RR, IE 
不 可 能 的 。 如 果 Pen O=, 2, P's 
20), Y, DY’, 2), MS 在 DxB PHB 
BRETOMK 中 的 元 素 U, 2% OM Y, 2", 
0 EBAKIA, Ke é 在 DxS 中 的 重复 数 
是 4。 

2. 设 €€(oM ) (oM) K, PX (E) 
EG;, jc E(^ - D. xxl éR REED FS, 
Ap 内 出 现 OQ。 写 出 E 的 表达 式 E=, 2, 
iy’, 2), w) yMyeo, zmzcM,wckK), 
其 在 De.) 内 出 现 的 条 件 首先 是 Q, V, 
2-2, WFD OAH G" ECM, bc «FS, 
A»). ma y, Y, Z-z’, Ww) FE Dub 内 出 
现 的 一 次 相应 于 E 和 E E b AAF (a, D) 
相遇 ， 则 存在 唯一 的 zU, (B EE Dor © 内 
出 现 ， 并 且 相 应 于 o, (ENM pe (5I) Ep ©) 
AUF (a，B) 相遇 。 由 此 知 s 在 Dye (FS, 
4i> 内 的 重复 数 等 于 Y, y', 2-2, Ww) 在 Dux 

Q BAP HCV, ES Ai») = e D, S ESAD. 


E TII 


$8 AFALE 


《PSi，4i> 内 的 重复 数 。 后 考据 8 10〈ii) 及 4 的 
定义 每 于 入 ， 因 此 8(iv) 也 成 立 。 定 理 证 毕 。 

ER} & (Cn RCFE, X. m), q t mn 
€ Balk,A), WW RE FY k hsmn)o 

$14. DEL nc FYQGOSA, m), qE 
B (kA), liq mac BalkıA)o 

证 明 , TSTM) Mti, W x P 
TRY FY ks Nm. 22 和 t^ PTR 
HR B'CE, ^. ql. MS=DutFYalk, A> m, 
nJ) U B'Ck,X.qJ. 我们 证 明 S 即 其 Balk, A: 
g + mn), | 

81 (Dm Gi) XS EAUX. E ERE C 
x^, HES 811) FH $126) ,他 们 不 ED FY OA 
HN, GEB AIBA. TE Ber’, E EOM 
的 情形 , § :Ciii) 的 成 立 可 由 8 12GD 和 》 8(iii) 
BEM, EME! COMME MIM § 12(iii) M 
§ 8(iv) 可 见 。 定 理 于 此 证 毕 。 

[LEI Èn REFE Ck, A, m), q+ m! 
€ Bak, A) Mg + mnRE BalkA), 

证 明 : MatrmnEeBalk, A)=> qE BCh, 
入 ) ,再 应 用 8 13 系 及 上 面 的 定理 即 得 证 明 。 


WE AE Sup 
ZI: 


对 于 一 般 的 (v，%， 入 )- 设 计 ， 如 时 进一步 
要 求 它 的 所 有 区 组 可 分 成 若干 个 “平行 类 ”， 则 
称 这 种 设计 为 “可 分 解 的 平衡 不 完全 区 组 设计 ?， 
简称 RRBIB， 记 作 RB Ch, As v) 。 所 谓 “ 平 行 
”类 ”， 指 这 样 的 区 组 类 ， 其 中 全 部 区 组 正好 构成 
BAX HER, RE 
合 S 的 划分 为 子 集 族 S，(i= 1 ，…，t) 的 可 分 性 


质 ， 使 得 US:= 8, 且 对 TEJ A SiS; 6 得 


到 满足 。 

自体 到 斯 坦 纳 三 连 系 ， 设 n BIER, — 
个 阶 数 v= 6n t+3 的 斯 坦 纳 三 连 系 如 果 再 满足 
下 述 附 如 条 件 ， 就 称 为 一 个 阶 数 v= 6n+3 的 科 
克 曼 三 连 系 ， 即 这 个 斯 坦 纳 三 连 系 中 5= (2%w+1) 
(3n 1) 个 三 连 的 集合 可 以 划分 成 3 + 1 个 平行 
类 ， 每 类 都 含有 2n+1 个 三 元 组 , MH v-6n 
+ 3 个 元 素 中 的 每 一 个 在 以 上 32 9 1 平行 类 中 正 
好 出 现 一 次 。 
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例如 ， 当 m-0 时 =3， 这 时 S(3 ) 或 RB 
C3, 1, 33 是 退化 的 。 

M n=1 时 ，v=9， 这 时 的 斯 时 纳 三 连 系 
S(9) 如 前 天 3 所 列 ， 也 是 科 克 曼 三 连 A RBC, 
1; 9, 它 的 所 有 区 组 可 分 成 32+1=4 个 平行 
类 ， 即 安排 4 天 的 分 划 。 

3$ "m-2 时 2=15， 这 时 SG5) MESSER 
列 ， 这 是 科 克 曼 女 生 问 题 的 原来 形式 ， 它 有 ?7 个 
平行 类 ，“ 科 克 曼 ”三 连 系 因此 而 得 名 。 

我 们 已 经 看 到 ， 当 2 的 数值 稍微 增 大 一 些 ， 
RB C3, 1, v) 区 组 数 便 有 巨大 的 增加 ， 因 此 有 
必要 按照 平行 类 改进 这 些 三 元 组 的 写法 。 以 RB 
C3, 1; 21] 为 例 ， 它 由 10 个 平行 类 组 成 ， 每 类 7 
个 区 组 ， 用 CAD 表示 X% 的 模 7 数值 ， 即 以 7 为 模 的 
剩余 类 。 当 k=0, 1, =, 6 时 ， 下 面 的 前 三 个 
区 组 各 给 出 一 一 类 ;而 后 七 个 区 组 则 对 同一 个 k 组 
成 一 类 

(ck), 144+ C1+k3, 72 € C3 € kl}; 

{7 + [KI, (0€ k3, 14+(3+ 63}; 

{14+[k], 7+C1+k], €3+k)}, 

(00, U +k), (3+k3}, 
| {17+ Lk), 7+C1 +k], 7 Co Kl} 

{14+Ck3, 14401 59, 14+ C3 - 3 

{C2 +k), 7+ CA- KJ), 14 C5 kJ 

(7-(-k3, 14+ C4 KD, (5+k3}, 

(144 C2- kJ, C4+k), 7T - Co +k}; 
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{C64+4).7+(6+h),14+(6+4)}, 

仪 誉 两 个 平行 类 为 例 。 第 三 个 区 AH heben 
6 时 得 到 一 类 ， 

(14,8,3), £15,9,4,]» {16,10, 5}, {17, 
11,6}, {18,12,0}, (9,13, 1}, (20, 7, 2}. 
当 k= 6 时 ， 后 七 个 区 组 给 出 一 类 ; 

(6,0,2), {13,7,9}, {20,14,16}, (1510, 
18},{8,17,4},{15,3,11},45,12,19}。 

这 样 ， 可 以 轻易 地 写 出 所 有 十 个 平行 类 来 。 

关于 RBIB 的 一 般 概 念 是 由 玻 斯 在 1942 年 首 
先 提出 的 。 较 广泛 的 RBO 1, v 被 称 为 科 克 
曼 系 。 斯 坦 纳 系 具备 的 许多 性 质 也 为 科 克 曼 系 所 
具有 ， 但 对 科 克 曼 系 特殊 性 质 的 研究 并 不 充分 。 
从 历史 上 者， 第 一 个 大 问题 是 存在 性 问题 。 

因为 一 个 平行 类 是 v 元 集 钱 的 一 个 分 划 ， 而 
每 个 区 组 均 含有 六 的 8 个 元 素 ， 故 每 个 平行 类 应 


包含 /1 个 区 组 ， 又 因 区 组 总 数 = A20 D 


k(k-1) ’ 
所 以 平行 类 的 数目 应 是 
b _Av-1) 
w/b ^ ke (8.1) 


这 就 给 出 了 RBCE, 入 ;存在 的 必要 条 件 ， 
v=0(modk), 
Av- 1) =0(mod(k- 1)) (8.2) 
同 研 究 BIB 的 思路 一 样 ， 人 们 也 提出 了 类 似 
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的 问题 ， 同 余 式 组 (8. DRAW RBIB 存在 的 
充分 条 件 ? 

M kei 和 K=2 时 ， 没 有 必要 讨论 4ks. 
3, A=1 BY, (8.2) 式 等 价 于 v= 3 (mod 6), 这 就 
是 为 什么 科 克 曼 三 连 系 的 阶 数 一 定 是 on + 3 的 道 
H., XHTRNSZEER-ERNENZER, 


故 它 的 区 组 数 必 满 足 (6. 10) b= iv 人 -1) = 


(604-3) (681+2)76= (2n+1) (3+1)。 这 里 
n-1 是 平行 类 的 个 数 ，22+1 是 三 元 组 的 个 
数 。 但 是 ， 阶 数 为 ons 3 的 斯 坦 纳 三 连 系 是 否 一 
定 构成 科 克 曼 三 连 系 的 问题 却 不 是 一 个 简单 的 问 
题 ， 由 于 RBIB “可 分 解 性 ”所 带 来 的 明显 的 难 
度 ， 即 使 对 于 RBCs, 1, ID 这 一 局 部 性 问题 ， 
在 一 百 多 年 的 时 间 里 毫 无 进展 。 组 合 数 学 中 ， 
“ 科 克 曼 三 连 系 存在 的 必要 条 件 是 否 也 是 充分 
的 ”被 称 为 “ 科 克 曼 女 生 问 题 ”， 本 书 的 书 名 即 
由 此 而 来 。 

60 年 代 初 ， 一 位 刚 走 出 大 学 校门 的 中 国 大 学 
生 陆 家 闵 解决 了 这 一 数学 史上 著名 的 世界 难题 。 

“于 家 闵 ，1935 年 生 ， 上 海 市 人 。1949 年 初 
中 毕业 ，1951 年 10 月 应 前 东北 电器 工业 管理 局 招 
聘 去 沈阳 受 短期 训练 。1952 年 5 月 一 1957 年 在 哈 
尔 滨 电机 厂 工 作 ， 科 员 。1957 年 一 1961 年 在 吉林 
师范 大 学 物理 系 学 习 。1961 年 一 1962 年 分 配 在 包 
头 钢铁 学 院 工 作 。1962 年 一 1983 年 在 包头 市 教育 
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局 所 属 各 单位 工作 。 现 职 ， 包头 九 中 物理 教 
D > 46) 

bil 25395 719614512 H SRAN — "E v A 
ANE ARI BEIT IK” HEX, 196346 3 月 
经 过 改写 ，1965 年 3 月 又 经 改写 BA "3E 
不 完全 区 组 与 可 分 解 平衡 不 完全 区 组 的 构造 方 
法 。 这 三 篇 论文 因 故 均 未 能 发 表 。 陆 已 于 1983 年 
10H Xi, WARN MAW I Ri Rik 
的 记录 ,信件 和 1965 年 的 那 篇 论文 .1961 年 和 1963 
年 的 两 篇 没有 找到 ， 这 是 令 人 感到 十 分 遗憾 的 。 

陆 家 闵 说 ，“ 一 九 六 一 年 我 解决 了 一 个 著名 
数学 难题 一 一 冠 克 满 女 生 问题 。” 9 根据 现 有 
的 、 确 羡 的 材料 ， 在 1961 一 1985 年 期 间 ， 陆 确实 
从 事 了 这 方面 的 研究 工作 ， 经 我 国 组 合 数学 工作 
者 、 苏 州 大 学 吴 利 生 教 授 等 同志 审定 ，1965 年 的 
BIRERM”, BU AE SE SER TB} ek ee 
ER., 

BOB, 1971450, E- 乔 得 赫 里 和 威尔逊 著 文 
REZENSENT 02 3 (mod 6) 
yk RBC, 1,0) 存在 的 充分 条 件 , 此 文 发 表 
在 美国 数学 会 1971 年 《纯粹 数学 讨论 会 会 议 录 》 
中 ， 得 到 世界 组 合 数学 界 的 公认 。 文 中 对 所 有 Nn 
=0,1,2，3,……… 指 出 了 怎样 构造 ?= on + 3 阶 科 
死 曼 三 连 系 。 在 布 鲁 尔 迪 所 著 的 《组 合 学 导 引 》 中 
理所当然 地 引述 了 这 一 历史 成 就 。 由 于 此 书 有 相 
当 的 普及 和 面 ， 所 以 今天 学 习 或 研究 组 合 数学 和 的 人 
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们 ， 都 知道 雷 . 乔 得 赫 里 和 威尔逊 的 名 字 。 

在 60 年 代 ， 是 否 还 有 人 解决 过 这 个 世界 难题 
呢 ? 我 们 注意 到 ，1977 年 美国 出 版 的 《科学 技术 
百科 全 书 》 (第 4 版 ) 第 1 卷 《 数 学 》 中 “组 全 
论 ” 条 日 内 称 ““， 女 生 问 题 在 1968 年 已 解决 。 如 
果 该 条 目的 作者 布 鲁 劳 斯 基 指 的 不 是 1971 年 的 
成 果 的 话 ， 那 么 这 种 说 法 迄今 尚未 找 出 事实 依 
据 。 

本 书 作者 作为 一 个 数学 史 工 作者 ， 认 为 陆 罕 
闵 至 迟 在 1965 年 已 独立 解决 了 科 克 曼 女 生 问题 ， 
较 之 现今 公认 的 成 果 至 少 早 六 年 。 在 科学 史上 ， 
科学 技术 成 果 的 首创 权 的 争议 并 不 罕见 ， 在 闭塞 
的 时 代 较 多 出 现 ， 在 开放 的 时 代 也 难以 避免 。 科 
学 对 向 她 提供 有 价值 思想 的 一 切 来 源 者 表示 了 辣 
样 的 尊重 ， 陆 家 六 首创 性 的 成 果 也 不 应 当 埋没 在 
历史 的 尘埃 之 中 。 这 同 祥 也 是 理所当然 的 。 的 
确 ， 他 的 论文 在 当时 未 能 发 表 ， 对 争取 承认 首创 
权 是 不 利 的 条 件 ， 但 是 ， 对 科学 史 而 言 ， 这 并 非 
FLOR Rp n n e | 

KES HRB: PON REDDE 
的 解 ” 中 把 他 的 “平衡 不 完全 区 组 与 可 分 解 平衡 
不 完全 区 组 的 构造 方法 ”关于 RBIB 的 部 分 介绍 
给 读者 ， 可 以 使 您 随 着 论文 的 展开 而 进入 当时 区 
组 设计 的 前 滑 工作 ， 深 入 体会 解决 科 克 曼 女 生 问 
题 的 思路 和 方法 ， 同 时 作为 恢复 历史 原来 面 狐 的 
努力 的 一 部 分 ， 和 藉以 复制 一 份 珍贵 的 科学 史册 
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料 。 书 末 附 以 该 文 关于 BIB 的 构造 方法 ， 使 该 文 
的 全 貌 与 读者 见面 。 

1972 年 ， 哈 纳 尼 。 雷 ' 乔 得 赫 里 和 威尔逊 合 
作 ， 证 明了 (8.2) 式 是 RBU, 1, O 思 存在 的 充分 
条 件 ; 1974 年 ， 哈 纳 尼 独 立 证 明了 ; 除去 2 = 6 以 
jb, (8,25 式 也 是 RBCS, 2, 存在 的 充分 条 
tr, 

与 BIBD 设 计 的 情况 相似 ， 当 〖 宇 5 时 ， 即 使 
限定 4=1 ,也 有 虽 满 足 (8.2) 式 但 相应 的 RBE, 
A, DAREMA TS. Ti ATX RBB 也 
fib TARP w, k, A) S. o8 0908 
想 。 

19734, E - PREM MRP SM A= 
1 的 情形 给 出 如 下 结论 ， 对 给 定 的 正 整数 k， 除 
了 有 限 个 正 整 数 2 之 外 ， PECE, 1, DFANA 
要 条 件 是 (8. 2) 式 成 立 。: 

对 一 般 的 4 的 结论 ， 则 是 陆 家 闵 在 1979 年 7 
月 获得 的 ，' 所 这 篇 论文 已 发 表 在 《数学 学 报 》 
. 19844E28 4 期 上 ， 题 为 “可 分 解 平衡 不 完全 区 组 
设计 的 存在 性 理论 ” 。 他 得 到 的 结论 是 ， 对 于 给 
EHER% KM 4， 除 了 有 限 个 正 整数 2 之 外 ， 
RBtk, A; v3 存在 的 充 雪 条 件 是 (8.2) 式 成 立 。 

陆 家 闵 的 这 一 成 果 在 国内 外 组 合 数学 界 获得 
了 高 度 评价 ， 认 为 这 一 结果 是 整个 区 组 设计 理论 
中 带 有 基本 重要 性 的 一 个 定理 ， 其 意义 以 及 对 以 
ALIEN 是 绝 不 会 在 下 面 第 十 一 节 所 要 介绍 
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WKEREMS EM, REAA FILER ARME 
ESP Se. MR A Sa AA BZ RI STAR T 
陆 家 闵 的 这 一 成 就 ， 他 们 对 此 十 分 感 兴趣 ， 评 价 
很 高 。 由 于 《数学 学 报 》 以 中 文 发 表 ， 国 外 学 者 
非常 希望 能 将 此 文 译 成 英文 ， 一 位 数学 家 还 打算 
在 他 编 的 《离散 数学 年 鉴 》 上 发 表 ， 以 扩大 其 影 
响 。 . 
另外 ， 威 尔 进 在 1975 年 证 明了 :， 对 给 定 药 正 
整数 ， 除 了 有 限 对 正 整 数 (V，4) 之 外 ，RBCKk， 
A; 2] 存在 的 充 要 条 件 是 vk, A (v-1) 三 0 
(mod (k-1)), À(9(p-1) =0 (mod ktk- 
1)"”。 于 是 ， 人 们 自然 要 猜测 ， 是 否 有 一 个 更 强 
的 结论 ， 与 威 尔 带 1975 年 关于 BIBD 的 结论 相 
XP, BH | 

对 给 定 的 正 整 数 k 除了 有 限 对 正 整 数 CU, 
Ay, RBCk, A, 2 存在 的 充 要 条 件 是 (8.27 式 
成 立 。 

这 一 问题 尚未 解决 。 所 以 ， 氨 今 为 止 ， 陆 家 
BERNIE RBB 存在 性 理论 中 最 好 的 、 也 
是 相当 齐整 的 结果 。 ” | u 

虽然 在 区 组 设计 中 有 许多 问题 未 能 解决 ， 但 
人 类 的 认识 能 力 却 不 情愿 局 限 在 这 些 似 乎 是 已 知 
的 领域 ， 在 继续 研究 的 同时 ， 又 不 断 开 辟 出 新 的 
天 地 ， 一 个 个 巨大 、 复杂 的 结构 呈现 在 面前 或 想 
象 之 中 ， 一 个 个 新 的 难题 被 提出 来 ， 它 们 造成 了 
新 的 困惑 ,激发 起 新 的 热情 ,似乎 形成 了 对 人 类 的 
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Tit Cs BY ACIS —— ESE E, REN 
AE AD KASH o Br 
”我 们 已 经 知道 ， 可 分 解 平衡 不 完全 区 组 设计 

RBIB 是 平衡 不 完全 区 组 设计 BIBD 的 特例 ， 而 
BIBD 又 是 更 广泛 的 一 类 t-(v, k, A) 设计 的 特 
Bl, t-w, k, A 设计 简称 t- 设 计 ， 在 第 二 节 中 
只 是 简单 地 提 到 了 它 。 只 要 将 BIBD 的 定义 中 
“2- 子 集 ” 改 为 “信子 集 ” 就 得 到 它 的 定义 。 在 
这 个 新 范 睹 中 ，BIBD 应 当 称 做 3- 设计。 斯坦 纳 
系 则 一 般 泛 指 t-(V，k，1) 设 计 ， 记 作 SC, k, 
v)。 于 是 在 此 新 记 法 下 ， 斯 坦 纳 三 连 系 和 科 殉 曼 
三 连 系 分 别 记 为 SQ, 3; DM Sg(2，3; V), 
简 记 为 S(V) 和 Suv), 

在 BIBD 范 围 内 ， 除 去 RBIB 之 外 ， 还 有 "D 
射 可 分 解 BIB”(ARBIB)、“ 对 称 BIBD"(SBIB) 
等 各 种 设计 SBIBD 相对 应 的 ， 有 “完全 区 组 
设计 ”如 拉丁 方 )、“ 部 分 平衡 不 完全 区 组 设 
it? (PBIB), ^, | 

d EAS GI, EUSNCEORNETTU 
现 ， 诸 如 广义 (extended) 三 连 系 、 仿 射 (affine) 
三 连 系 、 准 (almost) 三 连 杂 、 拟 (nearly) 科 
克 曼 三 连 系 、 阿 贝尔 (Abelian) 斯 坦 纳 三 连 系 、 
霍 尔 (Hall) 三 连 系 、 曙 德尔 逊 (Mendelsohn) = 
连 系 、 小 (small) 斯 坦 纳 系 等 。 对 斯 坦 纳 系 的 研 
究 与 正 交 拉杆 方 、 广 义 罗 姆 (Roomy) Ji. ARE 
fq, Tr, Bie. ie. BBC, q.i 
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阵 、 拟 群 等 联系 起 来 ， 极 大 地 丰富 了 它 的 内 容 
并 获得 了 更 加 深刻 而 普遍 的 结果 。 

在 本 书 第 十 二 节 中 ， 将 引入 Nim 三 连 系 的 概 
念 ， 在 第 一 节 中 己 介 绍 了 它 的 悠久 的 历史 背景 ， 
我 们 将 证 明 Nim 三 连 系 是 斯 坦 纳 三 连 系 的 一 种 ， 
并 在 满足 ?三 0 (mod 3) 的 条 件 下 ， REARS 
ZER E 


WL. MRR: BLES 
女生 问题 的 解 ” 
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(qu) 构造 RB 的 差 集合 方法 


$15. 考虑 形 如 〈3 ) 式 的 集合 ，r = r(g) 
Ue (m) M), 满足 下面 条件 的 r* 中 元 素 构成 
的 设计 记 为 RFY Ck,A,m,m —— 

: G) ER FY, kå m, ni, 

Gi) 它 的 全 体 区 组 可 以 组 成 下 面 的 两 种 行 ， 

“ 甲 种 行 一 + 的 每 个 元 素 恰 出 现 一 次 ， - 

乙 种 行 一 一 7 的 元 素 不 出 现 ,对 任意 的 YE 0， 
怡 包含 Pzx 《四 中 的 一 个 元 素 。 l 

和 如果 存在 阶 为 nM 使 RFY, dà, m, 
M1 可 以 构造 ， 这 事实 我 们 用 ne REY, (k, A,m) 


© APNAHRREM: “平衡 不 完全 区 组 与 可 分 解 平衡 
”不 完全 区 组 的 构造 方法 ”1965 年 3 AUB) PR CB) 
(五 ) Qo 部 分 ! 次 文 其 余部 分 见 本 书 附录 ABE 


Be 
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DX a 
LER] Æ nc RFY, (k,A,m), qc RB 
(e, 4), Bt 
g+mne RB, (k,A), | 
证 明 ， 令 r=r’(g)Uocm) M(n), 取 t 中 元 
索 构 成 的 RFY。Ck,4,m, MR 7 中 元 素 构成 的 
RB’ (k,j,q), #S=®u (RFY, [k,A,m,n)y 
URB (k, 4,02, 从 314 知 S 是 B,Ck,4,q + mn3, 
RSPR phe) 的 区 组 集 组 成 一 个 
11 GEH. he JERFY WI E— RT, ‚EM 的 任 
x» 这样 组 成 的 行 显然 满足 RB 的 行 的 条 
件 。 又 取 ” 中 每 个 形 如 $i) U h 的 区 组 集 组 成 
一 个 行 。 它 也 满足 RBR hi REY 
的 任 一 乙 种 行 ， hi RB' 的 任 一 行 》 2 HFRB 
的 行 的 数目 等 于 REY, 中 乙 种 行 的 数目, 这 两 ， 
PRESET RMS SHEN, WETTER 
样 ， 就 要 推出 z PRS oM PRESE K 
重复 数 不 同 的 矛盾 。 园 此 S 是 RB, Ck, hat 
mn), aE RB' Ck, Ago ty is 
A318, pou" 
Pi. ME q—0 或 1 的 特殊 情况 , SMe 
HRA AMA Bose H (5316) O 。 应 用 此 
定理 须 先 构造 FY,(=) MITTE “ 
SPELT AMSA, HP PER b 


a — -— 1 一 一 本 书 作者 注 。 
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RSE RP Fee, ERTMS ERU IE, 
利用 乘法 前 人 也 考虑 过 ， 那 往往 是 给 出 初始 区 组 
后 用 适当 的 子 群 去 乘 C， 而 在 应 用 FE 构造 FY 时 
mA, MR (813) 。 所 提供 的 构造 FY 的 方法 
自然 也 适用 于 构造 RFY， 只 须 注意 附 加 的 行 的 
条 件 。 

作为 例子 ， 后 面 〈( 六 ) (七 )) 用 (三 )( 四 ) 的 
方法 证 明 构 造 k = 3,4 和 4=1 的 RB 的 充 要 条 件 。 
在 这 些 讨论 中 也 可 以 见 到 寻找 适合 的 子 群 Hy 的 
“可 能 的 方法 。 但 我 们 先 在 CH) 陈述 两 种 组 合 方 
法 ， 在 一 定 的 条 件 下 ， 为 了 确定 给 定 参 数 的 RB 
的 可 构造 性 ， 组 合 方法 较 之 差 集合 方法 便于 应 
用 。 构 造 8E=3，4=1 的 RB 等 价 于 解 少女 问题 
‚A Kirkman 问题 ， 前 人 的 工作 在 【 7] 内 有 一 总 
结 。 据 同一 文献 ， 对 于 构造 k=4, A= 1 的 RB， 
NA SIS v<1962, 


GE) 构造 RB 的 组 合 方法 9 


817, TÆR] Akq, fü kq, c RB (k,1),: 

© ”如 在 【6】 的 表 11,1 中 的 若干 设计 。 一 一 陆 家 闵 注 。 

© 文献 [7 】 作 者 不 久 前 才 见 到 ,该 书 所 据 以 写作 的 材料 仍 
XA. — BHR BEE | 

© SRBTA-iB RB (USERS ， 但 所 述 方法 

可 推广 到 一 般 的 设计 。 用 组 合 方法 构造 BH-7TRE 

入 的 研究 见 文献 1). — RM, | 
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q,€ RT (k) , W 
kgq,q, € RBy,, (k,1)0, | 
WU]. 1. dp r=0 (kqoo' (Q) Xt o* 的 
元 素 构成 及 B'CKE,1，KgD， 并 以 足 码 将 其 中 的 区 
组 编号 成 ps， 使 得 同一 行 中 的 区 组 的 前 一 足 码 
相同 EEQ), ac ECr), r 是 RB 
) 。 根 据 每 一 组 b, (BEE (0), MURR 
{x; x€oo', Pe(xjeb,.} HM EB? Ck, 1, 
kg,3， 并 将 其 中 的 行 编号 成 h,,，， 后 一 足 码 如 园 
“BBW 上 角 的 (8)， 拱 明 所 从 来 的 区 组 bu (y € E - 
(r),T 是 RB 的 行 的 总 数 ) 。 
OR ARR DIS, 


u E (seno M » a 
Peet 每 个 形 如 pe Eqo Pors 的 区 组 集 组 成 一 个 


新 的 行 ， 这 样 的 行 满足 RB 的 行 的 条 件 。 o 
2. He co" 的 元 素 构成 RTCk,q,] 。 根 据 每 

一 组 byla E El- 1), 8€ ECG.) HEC. RT», 

HIT WAAR v.s (€ EG) JB. AR 


RR MRR ADs. Htc 中 元 素 构成 的 设计 
Sa 


S,-$€E(qp)0 ESG 7 J 
acE(r-D 0n 


O 在 k=3 时 就 是 Harison EM, — RR ee 
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以 其 中 每 个 形 如 BE EB(g1) 的 区 组 集 组 成 

一 个 新 的 行 ， 从 $7 CHO 容易 看 出 ， 这 样 的 行 也 

满足 88 的 行 的 条 件 。 

3. 令 S=SJUS;, WS ERB Lks kg 
l CEARB” Ck, 1, kA HE S 10D GDE 
作法 显然 。 任 给 中 的 两 元 素 2 Me! (at), Xy 
PS" (X) IPS” (z^ SG ETO. ME, 
那么 zx 和 zr! FES 中 相遇 一 次 ， 在 S PARAS 
MAPS PT! (ar) 在 某 个 bp 中 相遇 (ac 
E(r—1)), BAEIIES :中 相遇 一 次 ,在 8 ,中 
不 相遇 (参阅 8 7(Cii))。 由 此 知 & 也 满足 8 II), 

$18. LEX # o.>0,1+¢q,€ RB(k,1), 
n=qgi tk- 1)g C RBqg (k, 12; QE RTCK), Wil 
git q;g; EEB, k1) 
Uo WER: 1. eetl Ulga) Cg) 7" = 
{a}UO(q,) Bs" 的 元 素 构 RRB CE 1.1 qj 
将 其 中 的 区 组 编号 成 5.g, 前 一 足 码 相同 的 区 组 处 
在 同一 行 中 ， 并 命 6., 包 含 元 素 {a} (a€ E(7)， 
BE Ein), ?是 行 的 总 数 ，n 是 每 行 的 区 组 数 ) 。 

根据 每 一 Bb., (a EB(r))， 取 元 素 集 {x ,ys 
ret, yE00’,P@'(y)Eb.} 以 之 构成 RB a 
Cb, 1, wJ. ELT GR RRB Ce 1. gio 
将 RB” ‘PRES RB” 的 区 组 的 行 编号 记 为 
hey UE RB" 的 区 组 前 行 在 取 去 这 些 区 组 后 所 
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剩 下 的 部 分 编号 记 为 Kass RB" 的 行 编 号 记 为 
h’’ (rE E(q3)> ÓC E(t’) or’ & RB" 的 行 的 总 
XX) 。 取 ? 中 元 素 构 成 的 设计 Si: 


U 


. ( U M sg) 
S= gc E(r) haC Ellr) 


以 其 中 每 个 形 如 h'a E ED., 的 区 组 集 组 成 
一 新 的 行 ， 它 满足 RB 的 行 的 条 件 。 

2. 又 取 0 的 元 素 作 成 RTCk,gs)。 根据 每 
一 组 beac Eir), BEF(n-1)) 构造 (bie 
RT), FPR A TT aS RAV" e rE Elgdo 
取 以 Y 中 元 素 构成 的 设计 S:: 


| U , U h” opr 
S,2aC E(r) h.Bc E(a-1) ) 
YEE) 


令 其 中 每 个 形 如 ， har BE gre 1) Tj 的 区 
组 集 组 成 一 新 的 行 ， 从 8 7(iii) 容 易 看 出 ， 这 样 _ 
的 行 也 满足 BB 的 行 的 条 件 ， l 

3. 4S-8,US, M S EKRB,.Ck,1,q,- 
qoqi) E BARB UR, 1, a), RB”Ck, 1,9,23€ 

满足 8 1(i)(ii) 据 作法 显然 。 任 给 > 中 的 两 元 素 

| spe eE) ai (BST), | 

QE r 和 7 ET7， 则 它们 在 RB 相遇 恰 一 
次 ， 在 S 的 其 他 部 分 不 相遇 # 

Qeret’, Eco’, WEERA h.d8 
过 恰 一 次 ， 在 8 HANES} 
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Qa Macao, PP? (xX) =P (x 或 
Pe (XSP (x) 0. MB, Wx f x’ 在 
RB" 相遇 恰 一 次 ， 在 8 的 其 他 部 分 不 相遇 ! 

DE x 和 x'coo', PT G)SPr OO) 在 
b, Fo& (2c EQ - 1), Wjxix' Eg, RT) 
相遇 恰 一 次 ， 在 S 的 其 他 部 分 不 相遇 。 

由 上 知 S 满 足 Sci), EHER, 


(六 ) k=3, A- 1 的 RB 


819, [EI AR ep -1 bt G RER 
EO, W pc RFY, (3,1,2). 

WH: dK810, Re GFAK, H, = (1,0,0*, 
-1, -0, -6}, 02 g" Cg En) . BRA 
à 21, € 404120, 

me v-E(2) KK， 取 其 区 组 集 FS,， 


FS, Ca,D 4,6) (1,0)),| (1, -1) (2, 
le, [a,- (2,00+1\(2, 
- 3:3). [a.- € (2,6 ya, - e 524) 
容易 验证 ，FS, 是 FECS,1,2,1,p'2. | 
& b=Lia} 1,0) 2,0), BIBEATR 


FY, (3,1, 2; 9°J=<FS,,A»Ub, 其 元 素 属 于 
t={apUr’,. AW FY, 本身 满 足 815 的 甲 种 行 的 


20 ARSE 


Seg en ne EE emm em LL e Ai e Re se 


条 件 ， 所 以 得 到 的 且 是 RFY,, 

[5]2) GRA p'=1+0tCt EMR), 
Mj pte RFY,(3, 1,3), 

uS. 仍 取 引 1 中 的 Km H, ft c- MK 
(M 是 阶 为 3 的 剩余 模 ) ， 取 其 区 组 集 S, MS. 

S.s £(0,1)(0,6) €0,0)3,CC0, ~ 1), - 0) 
(2, -6053, S4 (0,1) 0,0 (2, PL 
容易 验证 ，FS,=S,US, 是 FE-(3,1,1,3,p3, 

令 bzCXGB1000,0) (2,02, #81352 ER] 13 
FY, (3,1,3,92- Ox (FS, A») Ub=®, 
GS, AD) U®y CS, AD) Ub XE ROSQ,, 
A) Ub ESL SH FARR, TOO, Ary 
中 的 每 个 区 组 满足 乙 种 行 的 条 件 ， 记 以 得 到 的 且 
是 RFY,。 — 

[HE] ARR SIE 是 正 整 数 )， 
则 1 +2p°e RB(G,1)0,3p* c RB(3,1), 


(D Wim 4p = ?7 时 可 得 RRBC3,1,15], 这 是 由 Kirkman 提 
出 而 引起 人 们 注意 的 第 一 个 RB. 它 有 .7 个 下 不 同 构 的 解 。 而 
对 于 局 样 参 数 的 也， 则 有 90 个 互 不 同 榴 的 解 【7] [8】 (9), 
Sylvester 提出 的 下 面 的 问题 尚未 解决 ， 名 对 间 一 元 来 集 可 否 构 
WIS 所 BC3,1,15) 使 其 不 包含 相同 的 两 个 组 (不 者 典 组 内 元 素 
.的 次 序 ) DOIL , Cayley 对 于 BS RAAB, By 
v=] 时 不 存在 v—-247 OS BRA BO vh TE Yue 
15 时 不 存在 循环 性 的 解 (111[121。 作 者 已 能 证 明 ， 对 于 Cayley 
问题 ，1。 v= 7 时 至 多 可 构造 3 个 不 包含 两 个 相同 的 BG. 
2. .对 9 的 相当 一 类 的 数字 解 存在 ， 如 适合 下 式 的 v BASH GS 
MB: v= 24 Pe pes (nod 8),—— HR Bik 


| © 陆 家 六 车 此 文 后 9 年 该 问题 已 解决 一 一 本 文 作者 注 。 
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证 明 ， 据 上 面 的 两 个 引 及 $15 即 得 。 
$20, 设 R=lIlpipn, BA RRM , XN 
| i€ ECS) 
f$—GF,Cpi), FERZ b, 使 方程 (6) 和 (7) 对 
wa, 8,” TEE: 
€:(€;-1)€€;+1)=0, (6) 


1 &;- VÉ, Y 
£;* CIL (21) =-1,(7) 


这 事实 我 们 用 REC, 来 表示 。 | 
【命题 】 若 素数 p-2'h-1 n 是 正 整数 ， 

h 是 奇数 ) , WPCC 的 充 要 条 件 是 ， 存 在 整数 

C, p -ISESI ER L5. RT aget pi 


2” 次 剩余 ， 即 下 面 的 同 余 方程 组 有 解 ， 
x*=€(mod p),2xi =&-1(mod P), 
2.x =6+1(mod p), 
Er DAWA p 的 剩余 类 环 来 表现 
GF(p)。 关 于 方程 (6 ) 的 条 件 是 没有 问题 的 。 
C7) 式 等 价 于 
cindt + Pind 1 +pind l=- h 
(mod 2"Àh), 


cst FEAR BIN Sind, in Dg inde +1 gay 
因子 2"。 命 题 由 此 即 属 显然 。 
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LBJ I 根据 上 述 命题 一 次 网 作 理论， 可 
以 证 明 下 面 形式 的 素数 pE o. 
9531,47,55(mod56) (存在 5=8) , 
p=11,19(mod 20) (存在 6=9) 。 
(512) C1 中 小 于 100 RIOT 数 表 查 
得 ， 列 表 于 下 ， 


素数 ?| 1119 23 29314347596]67717983 


最 小 的 5| 99 2208427254297 


§ 21. 【命题 3 了 若 v=3 M9, Rec, W 
RERFY.(3,1,36), 
证 明 : 依 8 10， 由 分 解 式 R= Dig 确定 环 
icE(s) | 


Ke W484 GAZ ICR w,C2 € ECZ 1024 w, 在 
GF, Cp). 上 上 的 投影 车 不 是 据 G; He 义 为 0 ED 
ETE Sone ee SH’ Fé 


Jew, 一 espt EG, 内 的 生成 群 ， 即 


sos Rae 


or (ee (Mit ay RE 


数 ) 。 
由 于 REC ~ H’; H’; 的 不 E HJ 陪 SB, RY 
§ 10 "sg SH KHA- A’ ASR 

命 T= 到 K ME AIGH A IPR, Horno 
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C TACNA. 


NRA S 2 A S5 

Sj: c, - WC, e;) C6, -e;)), CCG, 
005) o e;) (15, — ei 

95 EAN AP umi K 上 的 投影 是 

-W BITTER 6j， 第 三 个 元 素 是 - ej. F 
面具 写 出 在 M 上 的 投影 )， 

HUE. by UU, bu b; 

组 内 元 素 ;， C4,5,72C9,13,212010,17,292 
C12,18,323016, 27, 13 

可 以 验证 区 组 集 FPS =S, HU Sy 
Hp 满足 80 中 的 性 质 (i) AGI), HH 


FEC3,1,1,36, R] = 


EEG -D PS; 

= EES) KS, H'5 U <S, Hp), 
取 集 合 TD UMG A, 3HESTTRIST9RAU, 
 RBQ0,1,306-q4) AE v 的 元 素 构成 的 RB 
[53,1,9]。 令 S= OM jenes. FS; Ap) 
URB, MS 中 取出 RB' 后 所 得 的 是 FY 03,1, 


36,R) (813), FY, 的 区 组 可 以 由 下 面 的 方法 组 
REPIT h。 和 乙 种 行 W 


i U 
h,= hn = 92 jeras-n (FS;, Aj) 
这 里 zcM, h"XE RB, PRERB 的 组 的 
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某 一 行 ， 而 h' 是 RB, & RB 的 组 的 任 — 4i 
所 剩 下 的 区 组 集 。 因 所 得 的 FYe 满 足 815 G), E 
理 即 得 证 。 

$22. [6m] 25 9=3 R 9, REC, M 
Rc RFY,,,,(G,1,306). 

WH: RES rU MK,3F1E82109 7114 
以 之 作成 RFY, (3,1, 36,ROCM 和 K 的 意义 


同 821) o fg c" (12) ={T， 2,12) o [ER 
五 中 的 一 对 非 0 元 素 o M-a, Mit aM-ae 
Gj (c EG2?- 1»),  RFY, 的 每 个 h: PR 
EKHAR S, 

S49, C's, a»), Pears (D's AX) Pz 
(a, — a»), 9 aC jas — 0,9, (O;,5,a»), 
Pzrıs (055,25), 9; (4555, 7a»), Preis (D 
— a>), 

代 之 以 由 天 1 所 示 的 区 组 集 S';。 取 代 后 hk, 7E 
R h, SFR cv Ur UMK, h? 满足 815 
的 甲 种 [ 表 LITA. RFY, 在 作 了 上 述 改变 
后 再 添 入 下 面 所 示 的 6 个 乙 种 行 hl" WEE 
(6 )), 便 变 成 了 RFYyın (3,1, 36, R3 (BR 
89) ; 


© 20821,5 WKS 502s Hyd Ajos Syn Gg = 
P OU Go. mu SC paStis Hip» Ajo?) Uparıa, 


C« S23» Hjo» ADD CPF Sjo Ajo? U preis FS jo 
Ap Cheo Wik RE E. 


^. ERA: PREM 125 


"H 一 n ry | | H 
h, ze regy Pee YU M24 CD )» 


b'=C(16, -aw,) (27,0) (1,-0)), 

b'-((29, -aw,) (18, a) (8,-a)}, 
这 里 6z+neM, 

注意 ， 这 里 由 及 FY。 变 成 REFYe + 的 方法 
可 名 之 为 分 析 法 。 实 际 上 表 1 是 这 样 设计 的 ， 先 
KF h 中 取出 的 5. 析 成 12 个 有 =2 的 区 组 ， 然 
后 在 每 个 h, (zEEE(18)) 中 作 相 对 应 的 分 析 中 。 
再 在 这 些 析 成 的 区 组 上 配 上 t 的 元 素 使 之 满足 
甲 种 行 和 SoG MA. mH 1 在 表 1 所 配 入 的 
区 组 可 简 记 为 {(7+4z，8+42), (18+42, 21+ 
42), zc MM, RE, | 

$22, 【命题 ] Aq=3 或 9, ECC, W 
R c RFY ,, (3,1,36). 

证 明 ， WER BSeoK Wl, 3x H NUS ou c= 


on 


(1, 2,-,24), Æ RFY,C3,1, 36, R2 h 
中 除了 到 去 822 中 指出 的 S。 外 ， 再 到 去 将 SQ 
形式 中 的 b'o D 分 别 改 为 Dj 和 Di 后 
的 区 组 集 。 将 h 中 取出 的 区 组 分 析 成 =2 的 
p S", S’,=0,08".) UPzar€S') U@, 
(S, ,— EI) UP zag (KS — Cj), 其 中 


O 因此 使 S1! 中 元 素 的 在 路上 的 提 影 加 以 z， 即 得 到 S i, 
的 属于 MK 的 元 素 (NED. —MRHE. 

D 本 节 9 下 的 足 码 均 是 阶 为 80 的 剩余 模 及 的 元 素 。 一 一 陆 
el 
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SL, a) (4,-aw.,)), CGT7, aes, 

- QW) J, 
((25,a)€(27, - a)3. C(é31,a) (5, - a). 
COAG, AW LERB, — aW 4) C11, 
-a)), 

rf” 的 元 素 训 以 配 入 这 些 区 组 。1 汽配 入 的 区 组 

为 {(?7+42，9+42)，(8+42， 10+4Zz)},2 所 

忆 入 的 区 组 为 ((1 +42, 11 42). (2-42, 12 


+42)}, 3 所 配 入 的 区 组 为 (CI +42, 2 € 42), 
(442, 15-42). 4 所 配 入 的 区 组 为 {(1 + 4z， 
4+42)，(3+42，18 + 42)), 余 仿 此 (ze M )。 补 
充 12 个 乙 种 行 。 其 中 3 行为 hh = N 


z- U , 
P3244 (D), X 3 行为 h,” 7 zC E(12) 93, ,,CCD, 


7690), KB uc EC 3),b- C(8,aw4,). (21,0) 


u | 
(13, -a)L Hd 6 行为 AC, = ban 


CQiszesusu (S), 这 里 UCE (3), weE Co Js 
S=b Up, b> Ije, (bUb U pb Up, 
(5), D =((10,-aw;,) (17,0) (29, -a)), 
b’ =C(5, ~ aw;,)(34,a) (22. — ay5, 

$24. (51) Æ 9=3 或 9,R' Cug = 21°F, 
t«E-2, q+q'€RBG,1), Mq+q'+36RE 
EB, (3,1). 


ma 
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证 明 ， 据 815 中 的 定理 ， 只 须 证 明 RE RFY 
grq (351535). 24 t= 0 时 已 在 821 中 证 明 。 当 + = 
1 和 ?时 也 已 在 2? 和 823 中 证 明 ， 此 证 明基 于 选 定 
某 一 对 元 素 a-a 而 分 析 RFY, 03, 1,36, 


R) HEREN afi - o 的 选取 共有 -了 1 种 ， 


又 在 选取 一 对 a fü -a 后 可 再 选取 另 一 对 作 分 
析 。 这 样 ， 若 是 偶数 选取 六 对 ， 若 :是 奇数 o 


B x, 就 可 构成 RFY。。[3,1,36, 忆 3]。 


【定理 】 VE RB (3,1) 的 充 要 条 件 是 v= 
3(mod 6), | 

证 明 ， 必 要 性 由 C1) A C2) BB, AT 
证 明 充 分 性 ， 将 2 写成 v-u-36R', us33, 

31. H'243 的 情形 。 

据 820， 写 出 ,中 整数 汐 序 列 ，43,47,61 | 
79,103,131,107,211,271,359,473, WETE 
整数 n 和 序列 中 的 整数 Ro Ro EE FANST 
式 子 成 立 ， 

11°R,<R’<11"R,, 3R,- RO<R-1 
因此 在 将 Vv 写成 v-sq-eq'«-acGr ROG s 3 或 
9) ， 据 引 可 归结 出 下 面 的 情形 。 

o. RILA 的 情形 。 

除却 2= 69， 这 种 情形 在 前 文中 都 可 以 直接 
找到 构造 公式 。 例 如， 汐 如 写成 9=34， du^ 


i20 Rx cM | 
是 素数 可 利用 $17， 若 4 是 形 为 146m 的 素数 可 
利用 $19， 在 4 是 形 为 5+ 6m 的 素数 的 情形 可 利 
用 818、319 和 3824 引 (参阅 附 表 一 ) 。 

下 面 给 出 RBC3,1,69 的 一 种 构造 。 命 7(69) 
= TUM'M, rt'= (ay UM'c,M'! 是 阶 为 2 的 剩 


A, 内 是 阶 为 27 的 剩余 模 ， o= {1,2, T). 
Ko 的 元 素 构成 RP'O, 1, 150, RPT 
RRR, TRA RB 34 FRSA, ha 
hy h CEM, UCE) 行 的 具体 


“us us 


y 


构造 如 下 : 

h,= Ch,), hy = Dy cp S, ,b- CC0,10) 
(1,105233, 

S'a CA +Z’, 1490 +2", 15) (2',2)) 
Cz’, 5) (1 €2/,22)(G' ,11)3,CCQL 9 Z,18) 1 + 
2', 21) (2’, 1253, C(2',75C2',9) (2^, 24)), 
CG',1) Q +2", 25) G', 1)), CG +z’, 16) 
(2',20)€2', 2 )1,02,3) (1 +z’, 8) (2', 3)), 
CéX1 62,17) G',19 G7 , ACG' OG ud 
^ ^AI 
23)(Z', 553, CZ’, 6) (402, 13) (2,652, 


CO +2’, 26) (2,0) z!, 7 2, 


(1) U 
h, =zem — C(G',83t +u)(2’,5+3t+u) 
t€ EC9) 


oo. BR, Eck GS 129 


(2/,13 +34 £22 UR , 


khaa EM CG', 3t -uY(z/, 4 3t tu) 
tCE9) 


mM 


(z’,11+3t+u))Uh 


ha iM CCz/ st) C2’ 9 +t)(2’ 518 t 0)J 
tC E(9) 
UA, 

(以 下 各 部 分 请 读 附 录 ) 

陆 级 尺 的 这 一 重大 成 果 由 于 历史 原因 未 能 获 
得 正式 发 表 。 上 海 交 通 大 学 的 沈 源 同志 1985 年 底 
到 加 拿 大 多 伦 多 大 学 跟随 曼 德尔 偿 教 授 学 习 组 合 
设计 理论 ， 有 机 会 与 如 外 学 者 交流 。 他 曾 为 准备 
“ 陆 家 闵 学 术 工 作 评审 会 议 ” 系 统 研究 过 陆 的 论 “ 
文 ， 因 而 向 国外 学 者 介绍 了 上 述 成 果 。 在 本 书 中 
多 次 提 到 的 威 尔 进 ， 任 美国 加 里 福 尼 亚 州 理工 学 
院 灼 授 ， 是 1971 年 解决 科 克 曼 女 生 间 题 的 学 者 之 
一 。 沈 源 把 陆 家 北 领先 十 年 解决 此 问题 的 事 告诉 
威 尔 于 数 授 ，“ 他 非常 感 兴趣 ， 并 且 很 想 知 道 陆 
老师 所 用 的 方法 ”《 引 自 沈 滤 致 内 蒙古 数学 会 理 
事 长 、 内 蒙 十 大 学 陈 杰 教授 的 信 ) ， 国 外 也 希望 
将 此 文 译 成 瑞 文 发 表 。 

所 以 ， 在 组 合 设计 的 发 展 史 上 应 当 留 下 这 样 
的 记载 ， 历 时 百 余年 的 、 和 著名 的 科 克 E kE 
题 ，60 年 代 初 期 岂 中 国 一 位 中 党 教师 陆 家 义 首先 
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解决 ， 但 他 的 论文 未 能 发 表 ;，1971 年 雷 。 乔 得 赫 
里 和 威尔逊 合 征 ， 首 先 发 表 论文 解决 了 这 一 回 
题 。 合 们 各 自 独 立 的 、 首 创 性 的 工作 将 同样 得 到 
科学 和 历史 的 尊重 。 为 得 到 这 个 结论 ， 本 书 分 节 
全 文 引 用 了 陆 文 ， 并 以 此 纪念 陆 家 ES HEN 
年 。 


十 .斯 坦 纳 系 的 
相交 性 问题 


“re | 


in| 


iz 
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定义 在 同样 的 Z- 集 上 已 知 的 两 合同 类 型 的 
MRAR S(t，k,0)， 它们 可 能 有 多 少 个 区 组 是 
共同 的 ? 能 否 找 出 这 样 的 两 个 系列 ， 它 们 没有 一 
个 区 组 是 共同 的 ? 如 果 这 样 的 系列 存在 ， 那 么 最 
多 能 找到 多 少 个 ? 这 类 问题 在 斯 坦 纳 系 还 处 于 寝 
补 时 代 就 已 引起 了 研究 者 位 的 兴趣 。 例 如 凯 菜 还 
是 在 1850 年 询 已 证 明了 ， 对 于 一 个 已 知 的 了 元 
集 ， 存 在 且 仅 存在 两 个 不 相交 斯 坦 纳 三 连 系 2 
科 死 曼 在 这 园 一 年 发 现 了 不 相交 9 阶 斯 坦 纳 三 连 
系 最 多 有 7 个。 但 是 在 这 个 领域 内 获得 的 具有 实 

质 性 的 成 果 ， 才 不 过 是 近 二 十 年 来 的 事情 。 
”同一 集 X 上 的 两 个 斯 坦 纳 系 SC, k, v) 如 
”′ 果 没有 一 个 区 组 是 共同 的 ， 那 么 它们 是 不 相交 
(disjoint) 的 ， 或 称 互 斥 的 。 本 文 用 dC, kv) 
示 两 两 不 相交 的 S(t,k,v) 的 最 大 个 数 ， 用 dO) 
表示 两 两 不 相交 的 SCV) 的 最 大 个 数 ， 用 d*ow, 
表示 不 相交 且 同 构 的 SC) 的 最 大 个 数 。 

由 于 每 个 SCt,k,v) 有 (? ) / (上 ) 个 区 组 ， 
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一 个 0- 集 共有 (| 个 上 - 子 集 ， 故 
dct, k, v) < (2-1) | 00D 


0.338098, MAI A Sct, k, 


2 叫做 不 相交 斯 坦 纳 系 大 集 。 
对 斯 坦 纳 三 连 系 还 可 以 做 这 样 的 分 析 ， 由 于 
v-f& X 所 能 构成 的 全 部 不 同 的 三 元 组 的 总 数 是 


(3 |=vw- 1)(v— 2). /6, 而 一 个 S(v) 共有 b= 


”Dv(v 一 1)/6 个 不 同 的 三 元 组 ， 于 是 存在 可 能 
dc) = (3)/b=v-2 (10,2) 


”满足 (10.2) 的 所 有 0v-2 个 SC(vV) 叫做 不 相交 斯 
坦 纳 三 连 系 大 集 。 在 (10.1) 式 中 取 k = 3,t =2, 也 
得 到 (10.2)。 我 们 已 知 d(7 ) =2, 这 说 明 7 阶 斯 
坦 纳 三 连 系 不 满足 (10,2)， 它 的 两 个 S(7 ) 虽 不 
相交 ， 却 不 能 构成 大 集 ; 而 dC9»-7,Wp 78. 
不 相交 的 S( 9 ) 可 以 构成 一 个 大 集 。 

fj, X={1, 2,1, 93, 34H 7 个 不 相交 的 

SC9 ) 所 构成 的 大 集 。 

先 列 出 了 个 方 隆 〈 它 们 须 满 足 一 定 关 系 ， 不 
是 随意 给 出 的 》。 


ss 1 siz 123) 
rs 943:983|[743 ies 
9 5 elr 6 sl47 ojlssel\res) 
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(126 (127 
| 35 4 à 4 6 
489/1508 
我 们 先 把 第 一 个 方 阵 按 三 横行 、 三 纵 列 和 方 阵 的 
行列 式 的 展开 式 中 六 个 乘积 〈 不 考虑 它们 的 符 
55) 的 顺序 排出 12 个 三 元 组 。 
{1,2,4}, {35758}, {9,5,6}, {1,3,9}, 
(2,7,5), {4,8,6} 
(1,7,6), (2,8,9), (4,8,5), (4,7,9), 
{2,3,6}, {1,8,5} 
这 就 构成 了 一 个 5( 9 ); 用 同样 的 方法 还 可 以 得 
到 为 外 6 SCO) 来 ， 它 们 都 是 两 两 不 相交 的 ， 
共有 84 个 不 同 的 三 元 组 。 这 7 个 不 相交 的 SC 9 
构成 了 9 阶 斯 坦 纳 三 连 系 大 集 。 | 
对 给 定 的 正 整 数 v， 若 存在 2 阶 斯 坦 纳 三 连 系 
CRY =6n + 3 时 所 称 的 科 克 曼 三 连 系 ) KE, 
则 这 种 大 集 也 可 能 不 止 一 个 。 比 如 对 2 = 9, 除 去 
上 例 给 出 的 大 集 外 ， 还 有 如 下 的 另 一 个 ， 


139)\({192\(127\A7 R 148 
27511745 THERE 
486/1863,//639/392/3927 

18 d 163 

39511925 

274)\7 48 


hie enn 
换 ， 使 得 第 一 个 大 集 的 全部 三 连 系 通过 这 一 置换 


36 ”各 克 曼 女生 问题 


变 成 第 二 个 大 集 的 全 部 三 连 系 ; 换言之 ， 这 两 个 
大 集 是 不 同 构 的 。 

由 上 边 的 讨论 ， 易 知 对 v3, v=1, 3 
(mod 6) 有 

1«d*(v)«d(v) «v-9 (10.3) 

在 斯 坦 纳 系 诸多 性 质 之 中 相交 性 占据 着 显 落 
的 地 位 上 FABER PARA, BAZ, 
又 处 在 十 余 个 相交 性 问题 之 首 。 所 谓 “KARA 
题 ”， 就 是 大 集 的 存在 问题 ， 所 请“ 大 集 定理 ， 
就 是 要 证 明 它 存在 的 必要 充分 条 件 。 

法 国 数 学 家 贝斯 在 1917 年 曾 首 次 说 明了 ， 恰 
有 两 个 不 同 构 的 9 阶 斯 坦 纳 三 连 系 大 集 ””， 这 一 
已 1974 年 被 重新 证 实 。 本 节 所 举 的 S( 9 ) 的 两 
个 大 集 的 例子 ， 正 是 贝斯 所 给 出 的 。 而 死 雷 默 和 
梅 斯 纳 在 1975 年 在 计算 机 上 用 穷 举 法 证 明了 ， 恰 
有 两 个 不 同 构 的 13 阶 斯 坦 纳 三 连 系 大 集 "”。 

关于 斯 坦 纳 四 连 系 和 其 他 斯 坦 纳 系 的 不 相交 
性 问题 ， 在 罗 沙 1980 年 的 综述 文章 “斯 坦 纳 系 的 
”相交 性 ”中 已 作 了 较 详 尽 的 介绍 在 这 篇 文章 
里 还 有 “规定 相交 的 斯 坦 纳 系 ” 的 丰富 内 容 ， 如 
准 不 相交 斯 坦 纳 三 连 系 、 共 同 区 组 为 已 知 数 的 斯 
ABA ATTRA BARS, 以 及 相关 的 问 
题 : ADIBDTASHAIIER. 设计 S, (£k, v) 的 存 
在 性 和 正 交 Cperpendicular, 旧称 orthogonal) 
斯 坦 纳 系 诸 问 题 。 在 后 一 方面 ， 我 国 组 合 数学 工 
作者 朱 烈 教授 曾 得 到 ， 当 n 与 6 互 素 时 ， 存 在 3 
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个 两 两 正 交 的 8S (2,3:2" -1) 。 特别 地 ,对 于 n= 
7 ,他 作出 了 6 个 两 两 正 交 的 S (2,3127), 

这 里 ， 我 们 仅 就 不 相交 斯 坦 纳 三 连 系 大 集 问 
题 ， 追 潮 它 的 历史 利 数学 思想 的 发 展 过 程 。 
> ，” 科 克 曼 不 仅 是 女生 问题 的 提出 者 、 斯 坦 纳 系 
的 首创 者 ， 他 也 是 大 集 间 题 的 最 早 提出 者 。 我 们 
已 谈 到 ，1850 年 他 证 明了 a( 9 )= 7 。 对 于 4 (13) 
和 &(15)， 问 题 的 困难 程度 陡 增 ,他 获得 了 d(13) 
3, d(15)>2, MERA RAR 起 
点 或 下 界 。 如 果 能 逐步 提高 下 界 ， 那 么 可 望 达 到 
eeo)=o-2。 以 后 有 些 数 学 家 即 用 提高 下 界 的 方 
法 朝 这 个 方向 前 进 。 同 时 ， 他 还 定义 了 dos) 
(整数 7 满足 O<n<vlv-1)/6), AR A SEES 
BJ. iP RU nr Sti CAR RSS (Co) 的 最 大 数目 ， 
gp E ML EH AE n DH A AY RE, fü 
得 到 d(15,5) 之 15, 也 用 先 定 下 界 的 方法 。 然 而 ， 
时 至 今日 ， 对 共同 区 组 为 已 知 数 的 斯 坦 纳 系 ， 仍 
然 所 知 无 几 。 | 

EEZTERIN (Re, B 

恰 有 13 个 不 相交 8(15) (或 8; (15)) 构成 一 大 集 
的 猜想 ， 正 是 满足 (10.2) 式 的 ， 它 经 过 一 百 多 
ig RAE doe, x» OTHER E 
ERKE-TBEWRRAT RS PEE, 

A191 225044 DOE RET RUE PER OR ARI 
码 连 系 大 集 问题 就 是 ， REM RA jum, 
3(mod 6), v>9, #Ad( vy) =0- 27 
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: 这 里 ，d( 1 ) 没 有 意义 ，d( 3) =3- ?3=1 是 
SRY, Mdl7)=2<5=7-2, WADAS 
提出 。 

FAHRT ER Sx(V) 也 有 类 似 的 问题 。 
即 若 定义 dx(2) 为 两 两 不 相交 的 Sk CU SEIS 
数 , 则 科 克 曼 三 连 系 大 集 问 题 就 是 ,是否 对 所 有 的 
v=3 (mod 6),vZ9, 都 有 dx(V)=v- 27 这 个 
推 及 一 般 的 西 尔 沃 斯 特 问题 ， 实 际 上 就 是 猜测 ， 
一 定 能 够 编 出 2 一 2 个 一 般 的 科 克 曼 女 生 问 题 的 
散步 方案 来 。 要 证 明 它 ,目前 看 来 还 是 遥远 的 事 。 

本 世纪 前 期 ,数学 家 贝斯 提出 了 一 个 猜想 5”， 
即 对 任 021, 3(mod 6)，2>7, 是 否 存在 


dv) > (10,4) 


后 来 被 称 为 “贝斯 猜想 ”。 它 把 不 相交 2 阶 斯 坦 
纳 三 连 系 的 最 大 数目 的 下 界 提 高 到 刚 超 过 2-2 
的 一 半 ， 直 到 1972 年 才 有 人 基本 证 明了 它 ， 并 又 
向 前 跨 员 一步， 下 文 还 要 详 述 。 

:-， 除 此 之 外 ， 在 直接 证 明 一 个 个 具体 的 2 是否 
满足 (10,2) 式 的 方向 上 ， 问 题 似乎 显示 出 特殊 的 
困难 性 。 继 凯 莱 证 明 d( 7 ) = 2(1850)， 科 克 曼 证 
明 d《 9 )=7 之 后 ， 西 尔 沃 斯 特 ”9，d( 9.)=7 
(1861), 瓦 勒 斯 基 ": dC9)=7(1883), MH 
en, d(9)=7 (1917), Rain 5".dC9»- 7 
《1929)， 至 少 有 四 位 数学 家 重复 了 阅 一 工作 ， 共 
体 构造 了 无 进展 ， 百 余年 间 踏 步 不 前 ， 这 种 座 巡 
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难 进 的 状况 持续 到 69、70 年 代 ， 进 入 了 斯 坦 纳 系 
的 现代 研究 时 期 。 
1980 年 前 ， 组 全 数学 家 多 延 、 特 林 克 、 德 尼 
Nr P b^ KEM BRD I 献 。 首 先是 继续 研 
究 提 高 下 界 的 方法 ，1966.1967 年 有 人 算出 d(31) 
之 6 “只 知 一 般 结 果 是 对 任 奇 整数 n> 
3, IQ = 1y 29, 这 些 结果 是 SAW. 311972, 
1973 年 ， 数 学 家 们 屡次 重复 dv) =v-2(v>9) 
这 一 猜想 PP, SENT EARRA 
的 问题 上 取得 了 有 意义 的 突破 性 的 工作 ， 他 证 明 
了 贝斯 猜想 对 任 v=3(mod 6) ME dw) 被 
Q*(9) 代 替 也 是 对 的 。 他 得 到 
drem + 3)>| 4m +1,77M= 0,2Cmod 3) 
4m - 1 ,zímzs1(mod 3) 
(15,5). 
(10.5) 式 以 直接 构造 法 证 明 ， 应 用 了 玻 斯 著名 的 
结果 全。 另外 ， 
d* (m e 12 和 用 (mod 2) 
Mm, 大 m:s] (mod 2) 
(10,6) 
《10.6) 式 也 以 直接 法 证 明 ， 依 据 斯 科勒 姆 CTh, 
Skolem) 的 一 个 构造 ，”。 这 些 结果 是 很 不 错 的 ， 
Xp v=3 (mod 6) 的 情况 ， 出 只 斯 猜想 还 进 了 一 
步 。 他 还 给 出 CON TH | 
.d(2v-1)z2d(v) +2 Yv>7 (19.7) 
tie d(óm e 1)22m-1Xj m=1 (mod 2) 
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Hem 


(10, 8) 
对 式 (10.5) 所 示 下 界 ， 后 来 的 改进 为 *，; 
d*(6m +3)>4m +2 (10.9) 


科 兹 格 (A. Kotzig) RB 3.497647 id T 
不 等 式 (10.8): 
.d(6m1)23m1 对 m 三 1(mod 2) 
| | (10,10) 
至 此 ， 贝 斯 猜想 (10.4) 除 当 ?三 1Cmod 12) 外 都 
是 被 证 明 过 的 了 ， 悬 而 未 决 的 情况 ， 最 小 值 是 7 
= 370%, 
沿 着 提高 下 界 的 道路 能 不 能 达到 最 终 目 的 
d(v)=v- 2, 现在 我 们 还 不 知道 。 已 走 过 的 路 程 
虽然 用 去 了 百 余 年 时 间 ， 但 目标 似乎 还 很 遥远 。 
但 是 , :在 结果 (10.7) 中 已 包含 了 用 较 低 阶 的 
4 来 计算 较 高 阶 的 2 = 22 + 1， 即 在 研究 下 办 时 又 
用 了 递归 的 方法 ， 它 暗示 了 一 个 新 的 途径 。 很 
快 ， 特 林 克 “1973 年 得 出 ， 
| d(3v)22v +d(v) 对 v>3 (10.11) 
并 立 得 d(3”)=3"-2% m1 (10,12) 
这 一 简洁 优美 的 递归 构造 显示 了 对 于 无 穷 多 个 v 
i, d(vy=v-2 也 是 成 立 的 。 
AA, By OF L975 FIL 
dev +1)2v+14+d(v) x}v>7(10, 13) 
并 进而 获得 :如果 d(v)=v- 2,99 
d(2U c1) 22v -1 (10, 14) 
特 林 克 和 罗 沙 的 这 两 个 递归 定理 在 解决 大 集 
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问题 的 方法 上 别开生面 ,1976 年 RA GE? LB 
到 若 &(zp) = 比 -- 2, W 

d(v(w-2)+2)=v(w-2) (10.15) 
对 v 尚 有 限制 ， 这 里 不 详 述 了 。 

另 一 方面 ， 数 学 家 们 于 1973、1974 年 开始 用 
直接 法 计算 满足 dw)=0- 2 的 阶 数 较 低 的 v， 
德 尼斯 顿 : 算出 np= 13, 15, 19, 21, 25, 31. 
33, 43, 49, 61, 69, CRF HRZ BARR 
dk(15) 5 13 他 是 借助 于 计算 机 才 找 到 的 。 斯 
WH TO 和 威尔逊 "7 得 到 vw= 9,25,33,49,51,73， 
75, 81, 91, 105, 129, 153, 163,169,193,201 
满足 dg (v)-v- 2 。 这 是 用 他 们 的 方法 所 得 到 的 
部 分 结果 。 E 

综 上 所 述 , 在 1976 年 前 ;对 b 三 1,3(mod 6), | 
9<v0<205 RT v= 37,85, 97, 109, 133,141, 
145, 157, 1590, 181,195:25+, Feb Edo? 
Sy-2°° 。 关 于 大 集 的 存在 问题 ， 包 括 (10.5) 一 
(10.15) 在 内 ， 所 得 的 结果 还 是 比较 零碎 的 ， 对 
完全 解决 苘 有 很 大 差距 ， 实 际 上 还 没有 找到 一 笨 
能 完全 解决 它 的 途径 。 

1976 年 后 有 五 、 六 年 时 间 ， 这 一 问题 的 讨论 
RBA. WR 19814 5 AE (AACR 


Q 注 ; 这 是 据 文献 (54) ， 但 是 ，159 一 值 写 在 这 里 可 能 
有 误 ， 取 2 一 190， 三 次 运用 〈10.14) x, 得 d (159) 一 
157. (RUS. 


~ 
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志 》 上 还 说 ， 它 离 解决 还 PET”, BE, Et 
界 组 合 学 界 没 有 料 到 的 地 方 ， 突 然 有 人 宣告 了 这 
一 大 集 问题 的 全 部 解决 ，1981 年 至 1983 年 ， 设 在 
美男 加利福尼亚 大 学 洛 杉 碘 分 校 数学 系 的 国际 性 
刊物 《组 合 论 杂志 ) 编辑 部 ， 陆 续 收 到 了 一 批 是 
为 “ 论 不 相交 斯 坦 纳 三 元 系 大 集 ”的 论文 。 论 文 
的 作者 是 中 国 包头 九 中 一 个 普通 物理 教师 一 一 陆 
FE, | 
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19817E 9 月 18 日 到 1983 年 3 H 4H, «BE 
论 杂志 》 编 辑 部 陆续 收 到 陆 家 发 “ 论 不 相交 斯 坦 
HERFAIHI-U e 的 六 篇 英文 论文 。 
该 杂志 以 100 页 的 篇 幅 分 两 次 予以 发 表 ， KK 
TRAF. 他 在 论文 中 证 明了 这 样 的 “大 集 定 
E. | 
me vel, 3(mod 6),v>7 和 v¢ {141， 
283, 501, 789, 1501, 2365}, mj dw) ="-2, 
(11, 1) 
xx iE SESEXE BREL TEARS IRE TEE HA: 
5]3$— ^ WR dw) =v- 2, 则 
d(3v) =3v-2 (11, 2) 
引 理 二 如 果 dw) =-v-2M ve7, Bj 
d(2U +1) 22v-1 (10.14) 
引 理 三 Ceóoxevo MR di 2) = 
n=11(mod 12)AIn€é {22, 47,59, 83, 107.187; 
179, 227,263, 299, 347, 383, 719, 767, 923, 
14393, Nj | 
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d Gn) -3n- 2 (11,3) 

引 理 四 573 论文 DD 如 果 QT2 =n, p 
RRR, p=7(mod 8) 或 pets, 17, 19, 29}, 
(p, M+ (5, DM 

d(2 4 pn) «pn (11.4) 

SREO RID 如 果 n 是 奇数 ， 存 在 大 
12 个 互相 正 交 的 阶 为 ?的 拉 了 了 方 ， 而 且 d (1 + 2x) 
= 2n — 1, M] 

d(1+12n)=12n-1 (11,5) 

SBA RNS 如果 dL +40) 2 4n 一 

1, Me ER PC {1, 2, 5}, 则 
d(1+12pn) =12pn-1 (11,6) 
引 理 七 7; 论文 下} 如 果 d (1 120) 7 12n- 1, 
?是 奇数 ， PE {7?，11} 则 
dl(lt12pn) -12pn-1 . 11.7) 
loan 对 27>>7 除 六 个 值 外 ， 猜 想 dw) =v 
ERE. 

a KEN. 
明确 地 表述 成 〈11.2)、(10. 14) 这 样 简洁 优美 的 
形式 。 在 前 五 篇 论文 中 ， 他 独创 了 一 系列 的 辅助 
设计 ， AD, AD*, AD*, LD, LD* 及 辅助 
RHA LAD, LAD, LAD, 它们 本 身 也 都 
可 以 作为 独立 的 研究 对 象 〈 我 国 组 合 数学 工作 者 
康 庆 德 教授 就 此 曾 写 过 一 篇 “LD 设计 的 一 个 递 
HAR >) ， 在 区 组 设计 中 具有 一 定 的 理论 价 
值 。 他 巧妙 地 引进 了 多 种 素数 因 子 ， 精 心 设计 
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了 一 个 又 一 个 的 递归 和 构造 ， 娴 熟地 运用 了 有 限 域 
理论 、 代 数 数论 、 正 交 拉 于 方 和 横 截 设计 《tr- 
ansversal design), “rams” CR TR 
列 ” 的 概念 是 1961 年 哈 那 尼 引 入 的 和 ) 等 工具 和 
成 果 ， 通 过 前 后 16 个 引 理 、29 个 定理 给 出 了 以 下 
五 个 各 上 其 特色 的 递归 结果 ， 可 归纳 为 ”， 


_ py UEM (mod À 12) 
I. d(v+2) = ver 


dB) =2u- 2 
(T = (23, 47,59, 83, 107, 167, 179, 227, 
263, 299, 347, 383, 719, 767, 923, 
'439)) 
b. dw+23) - u 素数 PST (mod D, 


或 p-5,17,19,29 
d(pp42) -pv; (p=5 Hj, Us:1) 
E d(2vr4D22v-1 
存在 12 个 v 阶 正 交 拉 丁 方 0 
Ug 
d(12v +1) 212v- 1; 


p-1 2, 5 
N. d(4v+) 540-1 一 一 一 一 -一 


—d(2pv-1)-12pr-1, 
D =7, 11 
VS ” 
dape -1) =12pv-1, 
在 第 六 篇 论文 中 ， 陆 家 闹 接 
AZ T, 


Y. d (4U +1 47-1 


HH 4 


行 了 
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(99 pour) mes 
ga (z pow) Za 
(ZT pour) (9€ pow) z bh a el | 
(9 potu) 一 一 Ica +-—tlza R (z4 poui) ^ — g-a | H 
[= A (ZI pour (9€ pour) —elen + " 
—— /= 一 一 La | 
| à 
i-a 
(92 poui) $i | 
(8T pou) ,—Sl=a T [-a | 3 
—— GT = N (9€ POUT) 
—€s=a 
(9 pour) (81 pour) 
二 CA-|- 一 一 6 三 4 ° 
(81 pour) 
—— FEEL 
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并 分 别 应 用 上 述 工 一 了 以 及 以 上 所 说 的 特 林 死 和 
Buby MAB HER, RMT KEM. A 
此 ， 历 时 一 百 三 十 余年 的 不 相交 斯 坦 纳 三 连 系 大 
集 问题 已 宣告 解决 。 

至 十 该 定理 所 遗留 的 六 个 整数 值 141, 283( = 
i141 XxX2+1),501,789, 1501C = 501 x 3 ~ 2), 2365 
(789x3—2) 的 大 集 是 否 存 在 ，1983 年 5 A308 
陆 家 效 在 介绍 他 自已 的 工作 时 写 道 : “我 正 准备 
FEX M, 以 除去 六 个 可 能 的 例外 。” 19834 
7 月 30 日 在 大 连 人 国 组 合 数学 训 届 学 术 会 议 全 体 
会 圭 ， 陆 家 义 宣 布 业已 找到 这 六 个 值 的 大 集 构 造 
方法 ， 即 将 成 文 。 然 而 令 人 不 胜 痛惜 的 是 ， 他 在 
长 期 艰苦 条 件 下 孤军 奋战 ， 终 于 积劳 成 疾 ， 心 力 
ANE, ASET1983/E10 H 31H UE EIE AE HE, A 
断 了 他 的 工作 和 学 者 们 对 他 更 高 的 期 望 。 | 

在 陆 的 遗 稿 中 人 们 找到 了 “ 互 不 相交 的 
Steiner 三 元 组 系列 的 最 大 集 古 "24 页 提纲 ,记录 
了 他 攀登 大 集 定理 这 个 数学 高 峰 如 何 跨 出 最 后 一 
步 的 设想 …… 死 神 在 最 后 一 瞬间 带 走 了 他 ， 似 乎 
是 要 把 这 最 后 的 秘密 一 同 带 到 另 一 个 世界 。 

Ue 时 间 过 去 了 五 年 ， 尽 管 国 内 外 学 者 尽 了 
很 大 努力 ， 尽 管 一 部 分 学 者 还 掌握 那 ?34 页 提纲 ， 
尽管 有 人 还 用 计算 机 作为 辅助 工具 ， 但 在 笔者 写 | 
到 这 里 的 时 候 ， 还 没有 听 到 关于 那 六 个 值 (哪怕 
是 最 小 的 一 个 ?的 大 焦 已 完全 构造 成 功 的 消息 .* 

夫人 站 相信 这 HERO Eh sh aR TL, TERT 
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HAHETRE, HRMRRNAREMRRN 
最 后 一 笔 。 | 
IEA KAZ: =“ OSA RGR, dh 
SITES EERE. KD IL BAR RA ICH 
仍 是 组 合 设计 领域 中 这 一 世界 性 难题 的 最 卓越 的 
答案 。 在 这 方面 他 占有 着 无 可 争议 的 领先 权 。 作 
为 一 名 地 处 边 隆 的 普通 中 学 的 物理 教师 ， 面 对 出 
宪 的 科研 、 生 活 条 件 和 一 再 的 挫折 、 打 击 、 非 
难 ， 他 怀 着 一 颗 为 祖国 争光 、 为 民族 争气 的 雄 
心 ， 在 出 色 地 完成 繁重 教学 任务 的 A 时 ， 奋力 
的 撼 ， 冲 击 世 界 高 峰 ， 终 于 一 举 登 上 了 这 一 峰 
盔 ， 在 科学 的 史册 上 为 我 由 华 又 增 书 了 光辉 的 一 
页 。 9 (21) 
 19844F 9 月 ， 内 蒙古 自治 区 科 委 和 数学 会 邀 
集 国内 组 合 数学 界 专家 ,学 者 组 织 了 “ 陆 家 闵 学 术 
工作 评审 委员 会 "，“ 会 议 以 小 组 讨论 为 主 ， 充 分 
地 认真 地 研究 了 大 会 发 言 ， 特 别 是 康 庆 德 、 吴 利 
生 二 同志 发 言 中 提出 的 几 个 需要 进一步 研究 落实 
的 问题 。 经 过 努力 ， 提 出 的 全 部 疑点 都 得 到 排 
除 。9 月 15 日 ， 大 会 一 致 认定 陆 家 孝 的 论文 《On 
Large sets of disjoint Steiner triple sys- 
tems I 一 W»》 中 宣布 的 除 VE (141,283, 501, 789, 
1501，2365} 待 进一步 研究 外 ， 当 2 三 1，3 (mod 
6), v>7 IY, dW) =v-2 这 一 科学 结论 ， 是 正 
确 无 误 的 。 一 致 认 为 ， 陆 家 六 同志 的 这 一 学 术 成 
就 是 卓 趣 的 ， 可 与 二 十 年 前 欧 拉 猜测 的 否定 
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(19059,1960) 9k 23, 4 时 (5. v, r, k, A) - 设 
计 在 在 的 充 要 条 件 的 证 明 (1961) 这 两 项 卓越 成 
就 相 娘 美 。 陆 家 闵 以 一 个 业余 的 数学 工作 者 ， 洪 
心 钴 研 数 学 二 十 余年 ， 在 一 个 难度 极 大 并 具有 重 
AAR CMAN BLL, We TREKS AT 
多 组 合 学 家 曾 致力 但 未 能 解决 的 问题 ， 为 国家 
争 得 了 荣誉 ， 为 后 人 树立 了 刻苦 努力 的 楷模 。 与 
会 同志 一 致 认为 对 主 这 样 一 位 优秀 的 科学 家 应 给 
予 适 当 的 精神 和 物质 奖励 。 认 为 ， 给 予 陆 家 改 同 
志 以 国家 一 或 二 等 自然 科学 奖 是 适宜 的 。” 

“这 次 会 议 受 到 内 蒙古 目 治 区 领导 的 高 度 重 
Me e AIR MAAS Y PRN KEM 
Ne. 
“会 议 对 内 蒙古 数学 学 会 提出 以 下 建议 : 
1。 吁 请 国内 专家 ， 努 力 设 法 尽快 把 陆 家 闵 
同志 来 不 及 完成 的 论文 而 的 证 田 加 以 补 证 ， 使 结 
论 达到 圆满 无 缺 的 地 步 ; 

2. 设法 出 版 陆 家 义 论文 专集 ; 

3, BEHZANRK<TEN SEN 题 的 8 
作 ， 弄 清 此 一 问题 解决 的 学 术 优 先 权 。” GIB 
陆 家 恤 学 术 工 作 评 审 会 议 纪要 ) 

继 包 头 市 政府 给 予 陆 家 发 以 奖励 之 后，1984 
年 10 月 31 日 中 共和 内 蒙古 目 党 区 委员 会 、 内 蒙古 自 
治 区 人 民政 府 颁 发 了 “关于 向 优秀 知识 分 子 陆 家 
北 同 志学 习 吧 表彰 的 决定 ”， 授 予 他 科 拉 进步 特 
等 奖 ， 并 在 包头 召开 了 表彰 大 会 。 


152“ 科 上 克 曼 女生 问题 


为 了 进一步 认识 大 集 完 副 ， FERMA 
RA AT TE R i AIT AT 
三 元 系 大 焦 ， 这 第 该 A ZS dé n wi Ponp L3 Zn 7-3 
ANB -—A4-vfü. TB TE A AE AM AR 


造 法 中 最 简单 的 一 种 ”。 


> 


由 于 4 (37) = 35, BUE 35 P A AAR RJ San . 
构成 此 大 和 集 ， 共有 (37) =7770 个 互 不 相同 的 三 元 


组 ， 每 个 SQD 有 222 个 区 组 。 怎 样 来 表达 这 样 
一 个 庞大 的 (对 组 合 数学 :家 说 米 却 是 很 小 的 ) 结 
移 都 是 一 件 费 脑子 的 事 。 为 了 避免 过 多 的 符号 ， 
缩小 篇 幅 ， 加 强直 观 ， 康 庆 德 教授 对 记 法 作 了 一 
些 改变 ， 并 不 加 证 明 地 直接 给 出 在 集合 X-(0 
1，…，36} 上 的 SGD KÆ. M Z 表示 整数 
EZR n 剩余 类 集合 , 它 的 元 素 一 般 记 为 {0， 
1，…，N 一 1)。 构 造 的 途径 是 : 

出 集合 {a，0} UZ, "PE 
Ala, b UZ 上 的 5x7=35 个 〈 对 每 个 区 组 
分 别 规定 了 顺序 及 参数 的 ) S(7 ) ,进行 指定 的 
“并 合 ”， 最 终 得 到 集合 {a,b} U Zx Z) 上 的 
dan) = 35 个 两 两 不 相交 的 S(37)。 | 

Fach ny GO. (L,), OA 和 (LO Abi CAR 
出 的 区 组 分 类 。 对 iC Z. kc Z, 的 每 对 ikii 
这 些 区 组 的 全 体 即 构成 一 个 SQD. HL) 
出 12 个 区 组 ， (L,) 给 出 84 个 区 组 ，(L3) 给 出 28 个 
KH, (LO 给 出 98 个 区 组 ， 总 计 对 每 个 SONA 
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出 (37 X36)/6 = 222 个 区 组 。 记 法 中 [5X] 和 (YXY> 分 
到 表示 对 模 7 和 模 5 RE, Er Uu. V CR 
(b) as HEB eh) BISHER Z 中 的 
i, Ei uk 是 用 以 区 分 不 同 三 连 系 的 ， 而 j= 
1»2. BBR Axis Eis Örjs Vkis Oxjs Vii Ákis 
Uri Xx; 的 取 伍 如 下 表 ， 


H "rmm tk jd Sug | Yeg Pag | kaa | mig 
i 


aiias abe al af af alata 
2 | ajail o} 4) 2) 2 | 3| 2] 0 
-一 一 一 一 一 :一 一 — — 一 一 :一 一 一 一 
21143111 4-2|13|3|1 
| 2 | 2 i d | 1| 3j 2! 2 | 4| 2 |-1 
i . 
ll | a S 
2 { 2) 4; 2] 4 1-1| 81 4) 2 
(2| 3 1-2 3 2-2] 81! 11-2 
m; -. id ri —— ——— -一 — mn EN m -— | _ —a 
b l:i 31 47-31 1 3° 38, 1] 4! 8 
027 2 | 1j-3) 4 2 .3|8]|2; 3 
一 DELLI [LL 
RENE i | 
41i dialaf 3° 4 -4] 1] ala 
pid; Bi ai 2 1,-41 8]! 21 4 
i i [ i 
— ! nen 一 一 一 一 | -一 一 一 一 一 一 一 一 -一 | 一 -- —— | -一 一 一 一 
siii 4j 110 3 4' 1 1! 3 2 
jii 2130-211: 27-1] 4| 2 |-2 
mm "TEN | MM ————— u | -一 一 一 十 一 
oll 9 2° 4a] 4. 4, 07 3] 4| 1 
| 87 1:1: 2:3 0: 2! 1-1 


(hy) : {7i +LK Tie xk Tie C6 -k3), 
{724+0K},71+02 #3, Tie(5 e k3). 
{oi +k), istae kJ, Ti e C4 +k} 
{7i +1 +k), 7i+L2+k), 
TAU ED, 
{Tits 7i+05+K3, 


nt 二 [0 +h ify 
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{35,71 +C4 +K), 7i +C6 +k}, 
{35,714 C2 - KJ, Ti - C3  K3), 
(35, Ti e C1 - k3, 7i e Cb  k3), 
(36, 7i - C6 - KY, 7i e C2. kJ} 
(36, 7i - (3 +E], 7i e C1 +k} 
(36, 7i e (5b +k], 7i - C4 € k3), 
(35,36, 7i + Ck3) | 

(L): (aij + +02 (by cv) -u) 

744 D xu, 7, -D-V), 
Uit D +0207 +V) - U) 

7TOyj tb cu, TQ rbv) 

《上 组 中 uzü$4v3, FAR us 
Chit UJ), 

(Lj), {35,7Caxrj +i) +U $43, 

7B; i» + u), 
(36,7 + 1» CU t Vid, 
TQ; tD +u}; 

(L): (Zit ty 7At +, 

TG ti or Ux -U- VI}. 

在 本 书 已 近 完成 时 ， 得 到 中 央 人 民 广 播 电 
台 、 中 央 电 视 台 播 出 的 新 消息 ， 陆 家 多 对 不 相交 
斯 坦 纳 三 元 系 大 集 的 研究 ， 已 获得 1987 年 国家 目 
然 科学 一 等 奖 rp。 这 是 我 国 对 自然 科学 和 技 术 
创造 性 成 果 的 最 高 奖励 。 

“在 获奖 成 果 中 ， 有 不 少 是 长 期 研究 工作 的 
积累 ， 许 多 科学 家 为 此 付出 了 毕生 精力 。 有 28 位 
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同志 已 经 去 世 ， 他 们 为 祖国 的 科学 事业 作出 了 杰 
出 贡献 。” 是 的 , . 陆 家 儿 老师 为 祖国 的 科学 和 教 
WS RAM, RE, Mey RAK 
平 的 科学 成 果 ， 他 获得 这 样 崇 高 的 荣誉 , -是 当 之 
无 愧 的 ， 是 理所当然 的 。 

陆 家 闵 去 世 后 ， 在 国内 组 合 学 界 、 数 学 界 、 
教育 界 、 与 论 界 乃 至 社会 上 产生 了 巨大 的 反响 ， 
国外 学 者 也 来 信 、 来 电表 未 哀悼 。 这 方面 的 大 量 
信息 ， 可 以 参考 文献 ,以 及 以 后 报章 杂志 发 表 
的 回忆 、 报 导 、 报 告 文学 等 。 

本 世纪 30 年 代 ， 英 国人 应 用 正 交 设计 编制 农 
田 小 麦 实验 方案 取得 成 功 ， 区 组 设计 的 实际 应 用 
背景 又 一 次 得 到 证 明 :“。 当 代 著 名 统计 学 家 费 希 
AR ?把 斯 坦 纳 系 问题 与 统计 学 的 实验 设计 与 分 析 
联系 起 来 ， 大 大 促进 了 它 的 发 展 。 在 现代 的 研究 
中 ， 区 组 设计 对 数字 通讯 、 快 速 变 换 、 有 限 几 何 
等 应 用 和 理论 学 科 业 已 显示 出 重要 的 作用 。 — 

斯 坦 纳 三 连 系 的 一 个 应 用 可 能 出 现在 检验 v 
种 产品 的 质量 上 , 如 果 每 两 种 产品 都 要 进行 比较 ， 
而 每 次 检验 只 能 有 效 地 区 别 三 种 产品 。 另 外 ， 科 ， 
克 曼 三 连 系 将 给 出 一 个 有 意义 的 方案 ， 在 其 中 每 
个 产品 恰好 每 天 使 用 一 次 "””。 我 们 还 可 将 这 些 方 
案 应 用 于 体育 训练 中 ， 或 者 再 增加 一 些 条 件 ， 使 
V 个 用 人 单位 对 v 个 毕业 生 的 三 项 要 求 ， 与 7 
个 毕业 生 对 V 个 用 人 单位 的 三 项 希望 怡 能 互 适 。 
在 分 配方 案 方面 的 工作 ， 似 乎 还 有 未 加 开发 的 前 
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ER. ZTINREHNZEER, 1965/04 aay 
EX", WAY A DT SE RRA 
设计 。 

60 年 代 以 来 ， 由 于 计算 机 科学 的 崛起 ， 在 广 
泛 的 实际 应 用 背景 的 刺激 王 ， 组 合 数学 的 发 展 已 
进入 一 个 新 的 历史 时 期 。 以 《组 合 论 杂志 》 的 创 
W (1966) 为 标志 ， 在 国际 上 兴起 了 研究 的 新 高 
潮 ， 是 史无前例 的 ， 出 版 了 一 批 组 合 论 x, 
URE OMER 的 书 影响 较 大 ， 并 开始 译 成 
多 种 文字 ， 它 们 全 面 介绍 组 合理 论 ， 对 区 组 设计 
和 斯 坦 纳 系 亦 辟 有 专门 的 章节 ， 发行 了 一 批 论文 
集 、 会 议 文集 ， 出 版 了 一 批 大 学 教材 。 现 在 ， 离 
散 数学 ,组合 数 学 、 图 论 等 已 成 为 许多 大 学 计算 
机 系 、 数 学 系 必修 或 选修 课 了 。 | 

根据 组 合 学 家 多 延 和 罗 沙 所 编 斯 坦 纳 系 文献 
— WF", 19604E 319824710 RE 757 篇 (其 中 
50 篇 待 发 ) ， 占 1844 年 一 1982 年 10 月 有 关 论 文 
总 数 的 81%， 反 映 了 现代 发 展 的 强大 势头 。 各 国 
出 现 了 一 大 批 组 合 学 家 ， 仅 在 斯 坦 纳 系 方 回 上 有 
著述 的 就 达 410 人 之 多 ， 其 中 大 部 分 是 现代 学 
à, Xr 20 人 有 10 篇 以 上 论文 发 表 (包括 与 人 合 
作 ) 。 以 最 初 发 表 这 方面 论文 先后 为 序 , 他们 是 ， 
”斯坦 顿 1051 一 1981 年 13 篇 ， 堆 尔 1954 一 1967 
年 15 篇 ， 哈 那 尼 1960 一 1977 年 13 篇 ， 罗 沙 1963 一 
1983 年 38 篇 ， 阿 斯 德 斯 1966 一 1981 年 12? 篇 ， 多 延 ， 
1969 一 1981 年 18 篇 ， 穆 林 1969—1982 年 11 篇 ， 
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N.S. MK H1969—197842 1398, 48281971 
一 1981 年 49 篇 ， 米 尔 斯 1972 一 1981 年 12( 待 发 1) 
篇 ， 德 尼斯 顿 1972 一 1980 年 16《 待 发 1 ) 篇 ， 威 
尔 人 还 1972 一 1974 年 13 篇 ， 特 林 克 1973 一 1979 年 13 
( 待 发 1) 篇 ， 克 雷 葛 1974 一 1980 年 11 篇 ， 费 尔 
普 斯 1975 一 1981 年 25《 待 发 1) 篇 ， 哈 特 曼 1978 
一 1982 年 13〈 待 发 2) 篇 ， 科 尔 本 1980 一 1982 年 
22〈 待 发 10) 篇 。 
| 这 反映 了 现代 研究 的 一 个 侧面 。 可 以 看 出 ， 
许多 著名 组 合 学 家 也 正 是 60 年 代 以 来 才 展 开 他 们 
的 工作 的 。 我 国 以 陆 家 尺 为 代表 的 一 批 中 青年 组 
合 学 工作 者 已 经 克服 了 重重 困难 ， 在 区 组 设计 的 
领域 内 盎 露 头角 。 同 时 ， 也 应 清醒 估计 到 ， 国 外 
的 研究 ， 已 有 多 年 积累 的 雄厚 基础 ， 在 一 个 较 长 
时 期 内 ， 吸 收 国外 先进 成 果 开 创新 的 局 面 仍然 是 
艰巨 的 任务 。1988 年 8 月 在 安徽 屯 溪 召开 了 区 组 
设计 国际 会 议 ，1990 年 8 月 在 安徽 合肥 将 召开 国 
际 组 合 数 学 又 第 四 届 中 国 组 合 数 学 学 术 会 议 ,将 
带 来 近年 研究 的 最 新 信息 。 

由 于 斯 坦 纳 系 在 上 世纪 末 就 已 形成 了 一 个 数 
学 研究 的 专题 ， 本 世纪 初 就 有 人 搞 “ 科 克 曼 女生 
HERI I ARSA ARAE. HTX 
献 剧 增 ， 出 现 介绍 进展 的 文章 “斯 坦 纳 三 连 系 的 
新 近 结 果 ”" 9。 除 上 述 文献 外 ,还 有 “斯 
坦 纳 系 文献 一 览 ”“”。 这 些 材 料 , 对 从 事 于 这 方 
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面 工作 的 专业 人 员 和 有 志 于 此 道 的 青年 学 者 十 分 
有 用 。 


根据 最 新 得 到 的 信息 ， 荷 兰 学 者 .Teirl- 
nch 已 于 1989 年 10 月 解决 了 这 一 问题 。 他 基本 是 
从 LD 设计 入 手 取 得 了 突破 的 。 
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Nim 三 连 系 


161 


在 本 书 开 始 所 叙述 的 Chinese game of 
Nim 大 体 上 还 是 Nim 作为 游戏 的 历史 。 近 百 
年 来 ， 出 于 数学 家 的 介入 ，Nim 成 了 斗法 的 战 
场 。 我 们 已 经 看 到 ，Nim 制胜 方案 可 以 看 作 一 
种 斯 坦 纳 三 连 系 ， 一 种 科 克 曼 三 连 系 。 然 而 事情 
WAIL, BERGE. EHA, BBR 5 
别 是 对 策 论 、 图 论 和 组 合 数学 的 发 展 ， 当 人 们 用 
新 的 眼光 观察 Nim 时 ， 它 作为 一 种 数学 模型 ， 
又 给 人 以 新 的 启示 ， 引 起 了 广 泛 的 兴趣 。 于 是 
Nim FART, DERM PR, EK T IR 
为 一 个 新 的 数学 名 词 ， 开 始 在 数学 论文 和 专著 中 
出 现 。 | | | | 

我 们 先 来 看 破解 Nim 的 方法 ， 以 抓 三 堆 为 
例 。 将 三 堆 石 子 的 数目 用 二 进 制 数 表示 出 来 ， 例 
M11, 22, 29 | 


(11510 = ( 1011), 
(22), =(19110), 
(29), = (11101), 


00000 
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上 式 中 所 进行 的 运算 是 一 种 特殊 的 加 法 ， 即 1 加 
1350, 1 加 0 为 1，0 加 0 仍 为 0。 如 果 一 个 
人 在 抓 三 堆 时 面临 三 堆 的 数字 如 上 式 一 样 其 和 为 
0 ， 那 么 无 论 他 按照 规则 取出 多 少 ， 只 要 对 方 以 
后 步 步 不 错 ， 等 待 他 的 必然 是 失败 。 这 种 加 法 在 
Hoe km “点 加 ”或 “ 模 2 加 ”， 加 出 来 的 和 叫 
“Sa” ak “ARR”? 。 如 果 点 和 不 为 0， 该 谁 
取 ， 谁 便 交 了 好 运 ， 唯 一 正确 的 取 法 会 使 他 把 点 
和 为 0 的 局 面 留 给 对 手 ， 这 将 保证 他 取胜 。 同 样 
的 原则 也 适用 于 堆 数 更 多 的 情况 。 将 布尔 和 为 0 
的 三 元 组 记录 下 来 ， 就 得 到 表 1 的 结果 ， 于 是 我 
们 便 发 现 了 图 论 中 Nim 弄 对 策 与 组 合 数学 中 的 斯 
坦 纳 系 的 联系 。 

在 图 论 中 ，Nim 似 乎 受到 了 特别 的 重视 。 
法 国 数学 家 贝尔 热 在 1962 年 出 版 的 一 本 BUB 
响 的 专著 《 图 论 及 其 应 用 》 呈 中 专门 开导 了 一 章 
(BRE) 来 介绍 “在 一 个 图 上 的 对 策 ”， 主 要 
是 研究 “Nim 型 对 策 ”。 这 里 的 《对策 ”， 指 
的 就 是 游戏 或 博 突 (game) 。 贝 尔 热 在 书 中 说 ， 
为 了 纪念 这 个 人 们 熟悉 的 游戏 ,在 数学 上 定义 
By. 广义 的 Nim, ERAH “Nim 型 对 策 ”。 

首先 ， 图 论 学 者 把 一 局 Nim 中 可 能 出 现 的 
各 种 局 面 与 一 个 图 的 各 个 顶点 联系 起 来 。 这 里 所 
指 的 图 ， 是 由 若干 个 顶点 与 连接 其 中 某 些 顶点 的 
有 向 边 所 组 成 的 图 形 ， 并 且 要 求 每 两 个 顶点 之 间 
至 多 只 能 有 一 条 有 疝 边 相连 《〈 即 所 谓 1- 图 ) 。 把 
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一 个 图 的 顶点 集 台 {XZo，x,，…， HNED X. F 
对 于 Xi XiEX，Xi 与 Xj 之 间 有 一 条 有 问 边 相 
EE. xi NA, % DAR, WE x 为 Yi 的 
后 继 项 点 。 对 于 其 个 x;€ X. xi 的 所 有 后 继 顶 
点 的 集合 记 为 DG). TÆ, Nim 型 对 策 的 定 
义 就 可 以 表示 为 2， 

给 定 一 个 图 ， 并 且 任 意 选 定 图 的 一 个 顶点 
X。 作 为 初始 顶点 。 两 位 选手 A. B 交替 进行 ， 
选手 A 首先 从 集合 了 (X0) 中 选择 一 个 顶点 x, 
选手 B 接着 从 和 集合 了 (XY,)) 中 选择 一 个 顶点 X, 
如 此 等 等 。 如 果 一 个 选手 所 选 化 点 Xx 使 得 了 (Xi 
=$〈 空 集 ) ， 那 么 游戏 就 结束 了 。 胜 家 就 是 这 
个 选择 最 后 顶点 的 选手 。 当 然 ， 这 个 图 不 能 有 出 
首尾 相 接 的 有 向 边 所 组 成 的 圈 ， 不 然 游戏 就 有 可 
能 无 限 进行 下 去 。 

例如 ， 在 抓 三 堆 Nim 中 ， 我 们 使 每 个 局 面 
{a,b，c} 对 应 于 空间 箔 卡 儿 坐标 系 下 的 非 负 整数 
fe (4, 0, c)， 把 这 些 格 点 作为 图 的 顶点 。 若 两 个 
顶点 {4,b，c} 与 {4/,b'，c 人 满足 下 询 条 件 之 一 ， 

() a>a’, b=b, c=c, 

(i) a=a', b5b', c=c!, 

(i) a=a’, b=b, >c, B 
MEXA, b', c')(a, b, WARTA, B 
存在 一 条 以 {a， b, cH. Ufa’, b, c», 
ARN AW. U, ME Nim 就 成 为 上 述 
Nim 型 对 策 的 一 个 特殊 例子 了 。 
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Hisp, Nim 型 对 策 的 图 论 意义 在 本 质 
上 揭示 了 Nim 的 特性 ， 从 而 扩大 了 Nim 的 外 
延 ， 使 得 原来 从 形式 上 看 似乎 与 Nim 无 缘 的 一 
些 图 的 游戏 、 扑 克 游 戏 、 数 字 游 戏 等 都 归于 这 一 
类 。 例 如 替 普 金 斯 大 学 的 伊 萨 克 斯 发 明 的 游戏 ， 
Bur “HEAL FEAR” ”， 成 了 典型 的 
Nim。 又 如 “ 斐 波 那 契 Nim” ， 只 用 一 堆 火 柴 ， 
规定 每 人 所 取 火 柴 数目 不 得 超过 前 一 次 对 手 所 取 
数目 的 二 倍 ， 最 后 谁 取 完 谁 有 性。 诸如 此 类 的 新 花 
样 可 以 任 人 人 设计， 层出不穷。 从 这 个 意义 上 讲 ， 
Nim 在 对 策 论 、 图 论 中 又 复兴 了 。 

在 《图 论 及 其 应 用 》 一 书 中 ， 为 了 刻画 Nim 
制胜 局 面 的 特性 而 把 主要 结果 表述 成 四 个 定理 。 
x BLEUS RHET. 

假如 一 个 图 拥有 一 个 核 ”， 并 且 人 很 定 一 个 选 
手 选 择 了 核 S 中 的 一 个 顶点 ， 那么 这 一 选择 将 
保证 他 取胜 或 得 平局 。 

所 谓 图 的 一 个 核 S 是 顶点 集合 X 的 一 个 子 
f, THRDZ RES 则 lo»)nSséó Gi) 
车 xes, iW Tæ NSE, 

现在 来 证 明 这 个 定理 。 由 核 的 定义 ， 容 易 知 
道 ， 假 如 选手 Aw X,ES 使 得 DG) =$, 此 
时 他 显然 为 胜 家 否则 他 的 对 手 妃 将 被 迫 在 X\”= 
中 选择 一 个 顶点 妨 。 然 后 ， 选 手 4 在 下 一 轮 中 又 
能 在 核 S 中 选择 一 个 顶 所 X;， 如 此 等 等 。 当 一 
位 选手 选择 一 个 顶点 p> 使 得 7 (Xx) = 时， 
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必然 LES 游戏 于 是 到 此 结束 。 由 于 选手 B 不 
可 能 在 S 中 选择 ， 因 此 ， 若 过 程 有 限 ， 则 选手 
AAR, BiB, WRES. 

”该 书 在 以 后 的 三 个 定理 中 应 用 了 “Grundy 
KA” (或 称 “Sprague-Grundy 函数 ”) 的 
概念 ， 它 是 顶点 集合 XX 到 非 负 整数 集合 内 的 一 个 
映射 9 (Xx) ,对 于 每 一 个 顶点 LEX, Grundy M 
数 g(x) 被 定义 为 在 x HAR x' 的 
Grundy 函数 值 集合 {9(XY7 } 中 不 出 现 的 最 小 非 
负 整 数 。 特 别 地 ， 假 如 DO 6,384900 =0, 
”Grundy 函数 是 研究 Nim 而 引入 的 ， 它 的 定义 
体现 了 一 种 递归 关系 ， 确 保 这 种 关系 的 延续 与 确 
— 保 最 终 的 胜利 具有 同样 的 意义 。 因 而 用 它 轻易 解 
决 了 三 种 类 型 的 Nim, 不 仅 如 此 ，Grundy 函数 
对 于 所 有 组 合 对 策 都 是 重要 的 。 只 要 图 中 没有 
图 ， 那 么 就 存在 这 个 图 的 唯一 的 Grundy 函数 。 
可 以 证 明 ， 一 个 图 车 有 Grundy 函数 gm, W 
这 个 图 一 定 有 一 个 核 S, 这 个 核 就 是 {x 19(X) = 
0). 

对 于 抓 三 堆 Nim, Grundy TP 
三 堆 数目 的 点 和 。 引 前 边 的 例子 知 9g((11，22， 
29) =0 四 此 它 是 一 个 制胜 局 面 。 三 元 组 (11, 
?2, 20) 所 表示 的 顶点 «CS, 换言之 ， 上 述 表 1 
. 恰恰 构成 了 抓 三 堆 Nim HK S. PHBA 
上 给 出 的 第 一 个 可 分 解 平衡 不 完全 区 组 设 计 方 
案 、 即 十 五 个 女生 问题 的 解 也 恰恰 是 这 样 的 一 个 
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BS, 大 概 不 是 一 个 偶然 的 事件 。 
以 下 ， 我 们 将 引入 “Nim 三 连 系 ” 的 概念 。 
对 于 一 个 正 整 数 4, 它 可 以 表示 为 
Q = 2*0 4. 2*1 200 + 285 (12. 1) 
XH asl, 2, =s mdp dE 与 a 对 
应 的 有 集合 人 | 
A= {281, 2%, ., 28.) (12.2) 
对 每 个 正 整数 都 作 这 样 的 对 应 ， 再 补充 定义 0 对 
应 $( 空 集 ) ， 于 是 构成 了 从 非 负 整 数 集合 到 由 
2 的 窒 组 成 的 集合 上 的 一 个 映射 p BA v 是 一 
一 映射 。 | 
在 定义 Nim 三 元 组 之 前 ， 引 用 集合 论 中 的 ， 
HRENME 〈 陆 家 履 在 解决 科 死 曼 女 生 问题 以 
及 BIB 问题 时 曾 应 用 过 它 ) ， 这 里 作 较 详细 的 
介绍 。 非 空 集合 4 与 B 的 对 称 差 (symmetrical 
difference, CHMMETPHYECKAA PASHOC- 
Tb) 记 作 AAB, zu we 
AAB= (x| xc A,xc B,x€¢ ANB} 
AAB= (ABU) \ (ANB) 
AAB= (ANB) U (BNA) (12.3) 
 AAB= (AN By u CAnB} E 
另外 ， 当 E WSR AUB=E 的 条 件 下 有 
AAB 二 5UA(* 号 表示 成 立 的 条 
件 )。 对 称 差 满 足 交换 律 、 结 合 律 、 交 的 分 配 律 。 
Bl. 如 果 AAB=C, 那么 AAC=B,BAC 
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证 明 : B 人 C= BACAAB)= BACBAA) 
= (B/\B)AA=A, 
AAC = AAC AAB)= (AAA) AB 
= =B. Ä 
EX: 如 果 4ABAC= 中 ， 那 么 在 映射 p 下 
的 三 个 正 整 数 a, b, c 叫做 一 个 Nim 三 元 组 。 
Al. 12, 9, 5 构成 一 个 Nim =H, TEN 
射 p 下 的 三 个 集 为 4,B,0, 由 (12.1) 和 (12.2) A 


a=12, A= (4, 8} 8, 4 

b=9, B={1, 8) VA SS 

c=5, C={1, 4} 8, 1-—1, 4 
FEAABAC={4, 8}At1, 8}ACH{1, 4} 
Ail, 4126, | 

Nim 三 元 组 具有 几 个 有 趣 的 性 质 : 

性 质 1， GE (a,b,c) 是 Nim 三 元 组 ， 则 在 
pT A, B, Cit — RE Wi HWM ME S 

WEAR: AA BA C= b= (AAB)A CHC 
AC=>AAB=-C.HHHIE, A= BAC, B=A 
AC... | 

Alı 两 个 不 相等 的 正 整 数 确定 唯一 的 Nim 
三 元 组 。 E 

R2: Nim 三 元 组 个 数 无 限 多 。 | 

性 质 2 .Nim 三 元 组 中 一 元 不 大 于 另外 两 元 
ZA, BAF ABZ. 
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WH, (a, b, c) 是 Nim EA, BR 
bc, e Fi BUC-E, BNC=F,% F=¢ 
Mf-0,BNF» C,C\F= Bi 4 B=¢ at be 
ù. | 

(D AABAC = ¢=>A= BAC= BUON 
(BNC) = ENF, EDF, A=ENF=>a=e-f; 
B u BsE, BN B=¢=>b+b «eC» BUF, 
B NF =¢=>c= 6+f,b+c=b+(b +f) = © 
+D +f=e+f, 2 a=se-fse+f=b+c, (不 
ERMANS f=0 B BNC=d 时 取 等 号 ) 。 

Gi) AABAC = $=>A=BAC = (BNC) 
u (CAB) -C UB, Gn B= d=sa= c+), X 
b>c. 

B=- CUF,CHF=6=>b= c+f } 
C- BUF, BNF =ġ=>C- b+f 
=>b -c= c- b, 

M - C+ be cC- b=b-c (不等式 当 日 仅 
当 7 即 CCB RES) 。 

对 a 所 作 结 论 ,对 5 或 Cc 也 成 立 。 证 完 。 

易于 联想 到 ， 许 多 Nim zio, b 
0) 中 的 三 元 a,b, c 可 以 作为 边 长 交 成 三 角形 ， 
不 妨 称 为 Nim 三 角形 。 

性质 3。 设 {4,b,c} 为 Nim 二 元 组 ， 0 为 
TERR, BA 2U'xac2Z—b0cT, <<’ 
b> 2", c= 2’, 

GEAR, I, 3$ a>b>e (或 a>c>bh nH, B 
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然 b,c<2; E. 4 b>a>c (或 c>a>b Bf, 
DU 27>b, 显 然 b，c< 2 G) 当 Zub. X 
时 c<a, Anf; I. 24 boc>a 或 c>b>a, 
在 p F, O b= 2,a< 2° ==> 2° A, WEB 
=> 26 BN A=>26E (BN AU (BNA => 
Xc AAB=C== >2°<C, Z 04c-—9c»2, W 
A, 4 C= = >d> 2’, (ii) 当 br, a<r => 
必 有 i>r fk VCB w Yig A= >2/7C BN 
A= > 2c (BN AU BAA => e AAB= 
C= 2% xc—»9c02 —P.JBg, Y cr 
b> 2°, 

对 a 所 作 结 论 , 对 已 或 5 UY. übt. 

性 质 4. Hoa, b, c 为 三 个 正 整 数 ， 如 果 
2 '<a<2, Sb =2t+b, ch=2t+c, 其 中 
t 为 正 整 数 ， 则 {4,5',c'} 为 Nim 三 元 组 的 充 要 
条 件 是 {a,b,c} 为 Nim 三 元 组 。 | 

分 析 : 根据 性 质 3, bcc w b, c>, Bl 


者 在 映射 pq T, 设 T-(xjx- Yr: 


img 

. Oty, m«logt),I- (xj ea t iore mt, 
l | i 二 0 

O<r,, m<logt}, A t«— T, 2'1——3J. Bi 

2,5; C B, E25; b — 2; <2, NVC I 一 > 

2,€J, T'"£B-»2J0B-6.I3 JnC - 6. 

B'zJUB,B-B'NJ-B'(J,C' «J0C,C 2 C'N, 
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J-C NJ, BNC’= JuUB) U WUC) -JU (BY 
C), BUC’= JUB N JUC) =JU BAC), 
BUC= B'u Duen =Bwuenn J, 
BNC=BNHDNICAD=s B'ANN jJ, 
以 下 的 证 明 只 给 出 b,c 过 2 时 的 情况 。 

TE: O 由 {a,0,c}# Nim ZA 
AABAC = $=>A=BAC= BUON BNC? 
=C(B UC) N 3ncad'ne»niascaruc» 
ayine Bucy u= drucon (CJ n cB 
UCHI U GAD} = G'UC»)NJU BNC) I= 
(BUC) \ (BNC S B'AC! => AAB' AC = 
o=>{a,d',c}# Nim 三 元 组 。 —— 

GD 由 fa, b, c') 是 Nim 三 元 组 => 
AAB AC! = 6==> A- B'AC! = (BIUC’)\(B'N 
C» «QU (BUG INCU (BAG )J=CIU (BU 
OINLINBUHGI=-LINDULBUCHN IH 
n BUC) = BUN BuC) «BuU C- BAC 
=> AABAC = $= > {a,b,c} Æ Nim 三 元 组 。 

bce? 时 也 可 证 得 同样 的 结果 。 对 于 
的 结论 对 b 或 Cc 也 成 立 。 证 完 。 

”根据 性 质 4 以 及 它 的 特殊 情况 一 一 {4, rt, 
2t+a} 是 一 个 Nim 三 元 组 ， 我 们 可 以 从 一 个 
最 简单 的 Nim 三 元 组 (1, 2, 3} 推出 任何 一 个 - 
Nim 三 元 组 来 〈 下 例 给 出 求 {15, 17, 30) 的 过 
程 ), 亦 即 可 用 演绎 的 方法 给 出 Nim 制胜 方案 。 

fl, 出 Nim 三 元 组 {1, 2, 3] 推 知 (1, 2t, 
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2t +1} 是 一 个 Nim 三 元 组 ， 取 t=7, 得 {1,14， 
15}， 推 知 {15，16t+1，16t+ 14} 也 是 一 个 Nim 
三 元 组 ， 取 t=1 得 (15,17,30}。 

321138 (1, 2, 3} 和 (a, 2t, 2t+a} BEAR 
条 件 ， 应 用 性 质 4 ， 可 以 得 到 一 系列 的 Nim 三 
元 组 的 通 项 公式 ， 

(1, 2t, 2t+1}, {2, 4t+1, 4t+3}, 

(3, 4t+1, 4¢+2}, — 

(2, 4t, 4t -2), (3, at, Ab +3}, em 
取 t 过 自然 数 ， 到 茶 个 需要 的 (或 足够 大 的 ) n 
为 止 ， 再 对 所 得 各 三 元 组 应 用 上 法 ， 即 复制 出 全 
部 所 需 三 元 组 族 一 一 Nim 三 连 系 。 我 们 在 节 一 
中 所 给 出 Nim 制胜 方案 的 通 项 公式 已 包含 其 


”中 ， 这 一 构造 的 正确 性 同时 得 到 证 明 。 


” ”在 有 限 个 Nim 三 元 组 中 必 有 最 大 元 Gmax CER 
大 的 正 整 数 ) ， 
27'—-1«Gyx X2 -lzev (n2) | 
EX: 最 大 元 是 UV 的 Nim 三 元 组 的 全 集 
RA v 阶 Nim 三 连 系 ， 记 作 NTS@) ENTS 
(2" ~1), mE 
fl. 表 6 是 一 个 7? 阶 Nim 三 连 系 NTS(?7)3 
£1 机 线 以 下 的 部 分 和 表 2 各 是 一 个 15 阶 Nim 三 
Xx NTSO9. 
BA, NTS 是 一 个 2 阶 斯 坦 纳 三 连 系 。 
— «H5. GONTSQ 所 有 三 元 组 中 共有 v= 
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2'-1 个 不 同 的 元 ， 即 1 2, …，2 一 1。 

b NTS(v) 中 任意 两 元 只 出 现 于 其 中 一 
个 三 元 组 。 

Gi) NTS(0) 中 共有 三 元 组 数 b=2(2 一 
1)/6, 

证 明 ， 由 (D Am, NTS(v) 中 共有 v=?” 
-1 个 不 同 元 ， 所 有 元 可 以 构成 无 重复 的 二 元 组 


共 (2 3 !) 个 每 个 三 元 组 中 容 有 三 个 不 同 的 二 
tA. dE GD Wa, Nim 三 连 系 中 共有 三 元 组 
数 ， b= i( y! )-ve- n/e. 


Gv) NTS (v) 中 每 一 元 重复 出 现 的 次 数 7= 
w- 1) /2, (07 

iE: NTS (v) 中 包括 重复 元 在 内 的 总 元 数 
为 3b=v(v 1) /2， 每 一 元 重复 出 现 的 次 数 T= 
3b/v = (v - 1) /2, 

R1. NTS(?-DcNTSQ'"-D. — 

Z2., Wr Nim 三 连 系 是 一 个 2 阶 Stei- 
ner 三 连 系 。 = 

引 理 ， 2-1 必 具 6m+1 或 6m+3 之 形 
mm 为 非 负 整数 ) 。 

EA, Mon 为 奇数 时 ， 设 w= 2k+1, 则 

grt 7 200% p= 2.4" -1 = 204*-24+ 1 = 


6 [Fato Jerga 引信 -1 为 非 负 整数 。 
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LEY Hem = 4-1), BRA o"_1=6m+1, 8 


理 可 知 当 n 为 偶数 时 2° -1=6m+3, 

当 v=2-1 i n ABM, NTSQ) 为 
—RBIB, 凤 一 科 克 曼 三 连 系 ， 于 是 有 ， 

系 理 .NTS (4* -1) 是 一 个 4 一 1 阶 Kirkman 
三 连 系 。 取 〖=2，NTS (15) 即 成 为 科 克 曼 女 生 
问题 的 解 ， 当 非 偶然 。 

我 们 知道 ， 区 组 设计 各 元 、 各 区 组 间 是 没有 
规定 顺序 的 ，NTS (v) 也 一 样 ， 只 是 各 元 大 小 有 
别 ， 这 一 点 不 属于 设计 的 范围 。NTS (v) 只 是 一 
种 特殊 的 STS (0. 。 由 项 家 闵 的 大 集 定 理 表明 ， 
对 NTS (2" -也 而 言 ， 存 在 着 与 它 不 相交 的 、 另 
外 的 2 -4 个 STS (2 -ID ， 它 们 都 不 必 具 备 
Nim 三 连 系 的 人 性质 1 2, 3, 4 以 及 于 面 的 性 质 6 。 

引 理 , 如果 ?= [log, cJ, 2” EL = 人 和 人 B, 在 
RE o F, a>b 的 充 又 条件 是 YEA —— 

ig], 2°CA=>2'¢B, Bi, FEAR 
27E B==> X C ANB, Em 2 € AAB= (AU 
BY\ (ANB) = >2'G ANB, FE. Ep F, 

O 2*C A, 2°¢ B—»2'c AN B, 2*4 
- ARE B, 2'€ A, X. y-Clog,c3, Hj 
是 C-AABZBD' A 中 的 最 大 元 素 一 > b 

> ABU (ANB) =(BUAN (BUB)= 4 
AU -A Au ANB - Quan (AU 
B) = (AYB) 1B-B, 记 ANB=F,F<—>f,K 
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. a=f+b >ar+f=b, hl a>b, 

Gi) 在 映射 gp T, A= BUCANB) = 
BUF,B= AU(ANB) =AUF, a=b+f,b= 
a+f,a>b=> b> a,EMm 21€ C AAB— 
veu nBbuagnaseszcBu A, ve B 
Here A= > 2'C€BnAs4, 此 不 可 能 。 故 知 
OYcB m 2°C 4. 因 =[log,c]，27 是 AR 
B'bEXX. BECA 2 ¢ B= a>b 与 
CAUTE. 42 cB, 27€ A—2'c An B 
=> cA, i5. 

由 这 个 引 理 可 以 得 到 ， 

性 质 6 。 如 果 {a',b,c}, (a, b',c, Ma,b,cn 
是 Nim 三 元 组 ， 那 么 a’>a,cl>c= hb’ cbgk 
aa, b'»5b-—»c'«c, 

EH, ERY p T, A'SBAC, B'2AA 
C, C-AAB,it AABAC=D, 2’ED, d= 
Clog,d]。 由 引 理 知 


a’>a==>2'E A' = BAC, zeA) 
ec 2 EC's AAB, ?'€C 
=>2 cB, 
2°¢ B' = AAC=>b>b', FR ata, 
b >be «c, 证 完 。 


性 质 6 对 a’ 所 作 的 结论 MOD’ RM cc’ E 
成 立 。 它 的 意义 是 ， 当 从 Nim [708 {a,b,c} 
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Bx a 中 减 去 一 个 正 整数 x (1<x,<a')O, 

-X =a,f8 AABAC = D+, piiga, b, c}3E 
Nin 三 元 组 : 但 在 b.c 之 中 ， 恰 有 一 个 减 去 唯 
一 确定 的 正 整数 x, «xb R1<x,<0) b- 
x,=0', aR Cex =C, Bp b' 或 c' 使 {a,b,c} 
或 {4，b，c 人 } 仍 是 一 个 Nim 三 元 组 。 简 言 之 ， 
Nim 三 连 系 对 这 两 次 减法 “封闭 ”。 

在 Nim 游戏 中 ， 规 则 要 求 “至 少 取 一 个 ， 
至 多 取 一 堆 ”， 即 是 1<x,<a’, 1«x,«b 或 
1«x,«c, HRR, SAS ASIA. Bi 
此 可 见 ， 抓 三 堆 Nim 的 实质 是 ，Nim 三 元 组 三 
个 元 分 解 成 的 2 的 宕 集中 ， 相 等 的 元 素 恰 能 保持 
一 一 对 应 、 处 于 平衡 状态 ME x, 破坏 了 这 种 
对 应 和 平衡 但 又 恰好 存在 2 在 作 第 二 次 减法 
后 又 恢复 了 这 种 对 应 和 平衡 。 认 以 ， 如 果 双 方 均 
掌握 了 制胜 规律 ， 谁 处 在 要 破坏 平衡 的 位 置 谁 
负 ， 谁 处 在 恢复 平衡 的 位 置 谁 胜 。 

— XT Nim 的 问题 ， 当 然 也 可 不 用 集合 论 的 
知识 ， 通 过 别 的 途径 而 解决 。 这 里 ， 只 是 想 说 
明 ， 有 些 貌 似 无 关 的 知识 之 闻 ， 可 以 建立 联系 

-而且 ， 人 位 在 生产 活动 之 外 ， 例 如 文化 娱乐 活动 
中 ， 也 可 以 找到 数学 产生 的 源泉 。 组 合 数学 最 早 
起 源 于 游戏 ， 这 一 点 丝毫 不 能 说 明 它 就 没有 理论 
上 和 应 用 上 的 价值 。 也 许 ， 起 源 于 游戏 的 数学 阅 


© * x;-a Rax~b R aac 结果 部 是 平凡 的 。 这 里 考 
E xiva, ab, azc 的 情况 。 
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题 ， 它 的 价值 在 人 类 生产 活动 中 得 到 体现 之 后 ， 
才能 得 到 本 质 上 的 发 展 ， 也 许 ， 当 文化 娱乐 活动 
在 人 类 总 活动 中 所 占 比重 愈 来 愈 大 时 ， 这 些 活动 
也 成 为 人 类 实践 的 一 部 分 。 人 们 乐意 在 娱乐 中 寻 
找 他 感 兴趣 的 科学 一 一 于 是 ， 数 学 便 按 它 自身 的 
HORE, H-KGSIURSMAT. 
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平衡 不 完全 区 组 与 可 分 解 
平衡 不 完全 区 组 的 构造 方法 


陆 RS 
《一 九 广 五 年 三 月 十 四 日) 


(一 ) 引 $8 


$81. 给 定 一 含有 也 个 元 素 的 集 tr， 叫做 大 小 
AK 的 区 组 是 由 + 中 取 k 个 元 素 的 一 个 排列 ， 
其 中 同一 元 素 人 允许 重复 。 其 有 一 定性 质 的 区 组 集 
叫做 区 组 设计 。 区 组 常 以 b 来 代表 ， KAREN 
S 来 代表 。 元 素 EE O 中 出 现 的 次 数 叫做 5 在 6 
中 的 重复 数 ! 对 S 中 的 各 个 区 组 计算 重复 数 ， 
最 后 把 它们 加 起 来 ， 得 到 的 数字 叫做 5 ES 中 
HEAR. FOE a 个 元 素 是 5, 第 有 个 元 
RRS 我 们 说 和 ME EO 中 以 序 (ws AWE. 
具有 这 种 性 质 的 不 同 数 偶 MD 的 个 数 叫做 È 
m E £b PAHs HS 中 的 名 个 区 组 计 
算 相 过 数 ， 最 后 把 它们 加 起 来 ， 得 到 的 数字 中 人 
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和 8! 在 S 中 的 相 过 数 ， 用 Ach N 来 表 
示 。 显 然 Alé, 6) = ds( 5), X T 和 TC 
m 定义 Ash’, T") = EZ 
er 

具有 下 面 这 些 性 质 的 设计 S 叫做 平 ES. 
A xg; 

(i) 每 个 区 组 的 大 小 等 于 给 定 的 常数 ks 

(i) As(5,5)=0, 即 任 一 区 组 无 重复 元 素 

Gi) 对 任意 的 Eg b'er(E#6'), AlE 8") 
等 于 给 定 的 常数 A, | | 

平衡 不 完全 区 组 以 详 略 的 不 同 ， 用 记号 B 
Ck, 2 VIR B 来 表示 。 经 简单 的 考察 可 以 证 明 ， 
r 中 任意 元 素 在 B 中 的 重复 将 等 于 一 定 的 党 
数 ， 并 且 它 的 参数 满足 下 面 的 条 件 : 


ACv—-1)=0 (mod (k-1)) (1 
) 
Av(v-1)=0 (mod k(k-1)), 


pov ek Wee, m 
v=0 (mod k), (2) 
HEEB 的 全 体 区 组 分 成 各 个 行 '( 行 常 以 hx 
代表 ) ， 使 得 每 一 元 素 在 每 一 行 中 恰好 出 现 一 
次 ， 这 种 设计 叫做 可 分 解 平衡 不 完全 区 组 ， 用 记 
号 RBCk,A,v) 或 RB RR. 
ee (1) 和 和 条件 《1) (2) 对 于 构造 昌 
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w RB 是 必要 的 ， 但 不 一 定 充 分 四 。 本 文 给 出 
Bf RB 的 几 种 构造 方法 ， 作为 应 用 这 些 方法 
的 例子 ,证 明了 对 构造 A4=1，k=.3 fad WRB, 
条 件 (1) 和 《2) 是 充分 的 。 | 
2. 设计 Blk A v) 可 能 由 设计 BO Ås 

VI 添加 其 他 的 区 组 而 得 到 ， 为 表明 这 种 性 质 ， 
这 样 得 到 的 设计 记 为 B.Ck,4,。 同 样 ， 帕 RB 
Ck, A,v') 添加 其 他 的 区 组 而 得 到 的 RB 就 记 为 
RB, Ck, å vV; RBCk,A,v 的 同 一 行 的 任意 两 
个 区 组 仍 在 RB,th, Av] 的 同一 行 中 。 
—— OBC, AV), By Ck, AV), RBCk,À,vl fe 
RB, Ck, Av) 可 以 构造 的 事实 分 别 用 VEB, 
A), vC€B,(k, Ay, v c RB(k, 4) 和 vc RB, Ck, 
À) ART. XV AONO Xl SDIRGKHUA d 
的 问题 ， 因 此 可 以 规定 ， 对 任意 的 k RA 0€ 
RB(k, A), 1€ RB(k, A), 

RB(k,A,00 fü RBCk,A,D 的 区 组 数 均 为 
0 。 由 以 上 定义 显然 有 ， 

vERB (k, 4) —99v€ B(k, Ay. 

VERB, (k, 1) € B,(k, 4), 

v€ RB,(k, A) —v'€ RBCs A), 


© 对 Tk- 3.4 《和 所 有 的 A) 以 及 kes, Asi, 4120, 
Ste (1) 是 充分 的 ， 但 BCO,.1,1412 是 可 能 的 例外 
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UC B, Ck, A) —v'c Bek, A), 
而 当 27>>1 if, 

ve RBCK, A) &»vcRB,Ck, A) Sve 

RB. k, A) 

<=>vERB,(k, AJ) vE B(k, 4) eve 

Bx(k, A) 

<> CB Ck, A)<=>ve B,Ck,A), 
§ 3 、 文 中 某 嵌 记号 须 先 予 说 明 。 

1, 包括 自 1 弄 mi ERS RR mg ECOn) 
来 表示 。 一 般 的 元 素 集 用 c 或 ORR. KK 
明 集 中 元 素 的 个 数 为 2， 使 用 记号 rC72)，CCm) 。 

2， 本 文 只 对 互 不 相交 的 集合 考 已 其 和 ， 因 
X, rar Ur 表示 T 是 互 不 相交 的 T 5 
v 的 和 集 。 S-S'US" 表示 S 是 由 合 取 S' 和 和 
S" 的 全 体 区 组 所 构成 。 SES, VCS, RAR 
A 5 是 S 中 所 含 的 元 素 ，S' 是 S 的 部 分 区 组 
E. | 

3, v7 00' RA v HO fn o WER, 
EB r={(x%,y),x€o,yeo'}, n Go y) = x,y’) 
e—2À-x'$gsy.cx 叫做 (XY) 在 0 ku 
RE, y uf Oy 在 0 上 的 投影 ， 分 别 用 
P, (Gc, y)) 和 Por (Gy RRB. HR 
Y Poo, (x) 和 Poy) 分 别 表示 0 LR v 
是 X 和 o 上 投影 是 的 t 中 的 元 素 集 。 UALR 
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义 和 记 号 可 以 推广 至 多 个 集 的 积 。 例 如 Pe" cs) 
fa PZ* (D) 4 EX oc'o" 中 元 过 5 在 0o 
和 0 上 的 投影 。 

(=) GS, T) 和 CS, RT) 

. $4, 由 om 的 元 紊 构成 的 是 有 以 下 性 
质 的 设计 记 以 Tck,m CHART), 

Ci) 每 个 区 组 的 大 小 为 k; 

Gi) 任意 给 定 Y 和 x'co.a 和 BEECK) 
(as B), Ttk,m) 内 恰好 有 一 个 组 b, x fe 
x gb RAE ap) HR. 

”如 果 Tm 的 全 体 区 组 被 分 成 各 A, 
使 得 对 任 一 元 素 xX(XE0o》 和 任 一 整数 a(acE 
(K))， 每 行 属 有 一 组 它 的 第 c 个 元 素 是 YX， 这 种 
设计 我 们 记 为 RTCK，za (简称 RT). TCk, 
mjfa RT(k,m) 可 以 构造 的 事实 分 A 用 mE 
T(k) 和 MERT) 来 表示 。 

85. 【命题 1】〗 mcT(k)e» mc R 
(k- 1) (k>3), | 

证明: 于 RTCk -1, m 的 同一 行 的 各 个 
区 组 的 末尾 加 入 周一 个 元 素 , 可 以 构成 TCk, m. 
MR, @ Thk, m 的 末 一 个 元 素 相 同 的 区 组 排 
在 同一 行 , HHP GR RE 8 RTOc-1,m3, 

【命题 2 1 
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Ve FERE "pi uU scu MIT ed 


Gi) sm- (p; ZRH, a, ZEB 

| vera 
E», Hox IEE), pM mk Ok 是 正 整 
Eo, NM meTck+1), MERTE): 

(这) #m#2, MEG, I mcTCA),mc 
RT(3), 

HE, Hie TCk,m) 等 价 于 MEERE 
X OA, k,m, 2) 或 k-2 个 互相 正 KW 
拉丁 方 ， 由 正 交 拉丁 方 的 已 知 结果 即 得 此 命题 
(2123104). 

$6. 设 给 定 一 大 小 为 k 的 区 组 D mK 

计 Tck,m), W Tek, m) 中 的 一 个 区 组 以 。 需 
b 中 第 a 个 元 素 是 x, b 中 第 a 个 元 素 是 2 
我 们 写 出 一 新 的 元 素 G0). XB 有 的 alae 
E(k) S Hx k 个 元 素 按 原来 的 次 序 排列 使 
之 组 成 一 个 区 组 。 令 b 遍历 Tk, m) 的 全 体 
区 组 而 完成 以 上 手续 ， 所 得 的 区 组 集 记 A ©, 
全)。 若 所 给 定 的 是 一 个 RICK, m, HER dé 
RT 中 辐 一 行 的 组 所 构成 的 区 组 组 成 一 行 ， 这 柑 
得 到 的 设计 我 们 记 为 〈b， 上 7。 | 

me S 的 每 个 区 组 的 大 小 是 fo EAGT) 
= U (b, T) (S, RT) =U (b,RT) ((b,R 


T) 的 每 一 行 仍 是 (S,RT) 的 行 (0CS))。 
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$7 ，【 命 题 】 设 S 中 的 元 素 属 于 o, TLk 
m ER TCk,m) 中 的 元 素 属于 o5 Tin 

O 〈S,T) 中 的 元 素 属 于 00, 

GD CERERKEME E00", WAGE 
EN = APSE), Pr (5), 

(ii) Æ x€b, OCS, m| PoCo 中 的 每 
一 元 素 在 ORT) u&—avNER d Tx 
£b 中 的 重复 数 。 —. | 

证 明 ， 1. CD) 4E ES. 

2. EM Eco’, ee (5T) 的 某 
个 组 b" 以 序 (a, BH (OCS), d x Xm 
Po'(é) fa P2 (2 ) 在 b BIR Ca, A) ik, 
HR, X Pu, (Hm Pr EN Æ bP RFC, B) 
HA, MAH TO, mo 中 恰 有 一 个 区 组 b'， 使 
EE 在 从 以 作 得 的 (b,T) 的 区 组 b dut 
(a, AHS. BRE Gi) Ra 

3. iX bcS, £coo', x 是 了 的 第 a^ 
X, 5 EE Py (xv), E 不 可 能 以 序 a 出 现 
E (RT) 的 某 一 组 中 ; WY ECP (x), N 
E xp (ORT) HEA b" LL C 出 现 的 条 件 是 ， 
PCO WF a 出 现在 bE RA Ab 中 
(OORT), 但 在 RT 的 每 一 行内 适合 这 个 条 件 
WO Boh, m Gl). 

=) 构造 B 的 差 集合 方法 中 


14 ASSEN 


(m) 构造 RB 的 差 集合 方法 @ 
(CH) 构造 RB HASHES 
(K) k=3, 入 =1 的 RB 
(t) k=4, }=1 的 RB 
825, 记 正 整数 集 C,， 其 中 每 一 个 整数 R 
HEP E HEURES. 
Re I] pi, pis1-4t;GCECS), t, & 


JEEG) 
TERR) (8) 
【命题 】 若 REC, (GG, R) c PE(4,1,1), 
证 明 ， 依 310 ATEA C8) RE 9 K, 
令 Hj={e, -ei n» n) XX m; 在 GF, 
(CP) 上 的 投影 若 不 是 据 Gi 的 定义 为 0 即 等 于 
gi'(g; 是 GFi(D?) 的 元 根 ) . BRA n=- 
ej, $ T=MK, M 是 阶 为 3 的 剩余 模 ， MT 
面 的 区 组 0 使 构成 FEG,1,1,3,E) m d FS; 
b=[C(1,e)(1, =e nO — 22. 
$26. 【命题 ] # Rec, 则 1+3RERB 
(4,1). 
”证 明 ， 据 815, RAH RCRFY,G,1, 
3)。 命 r={a} UMK, M 入 的 意义 同 $25. 


D 见 本 书 第 七 节 。 
© REESI Te 
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据 $13 及 825 可 以 构造 FY .C4,1, 3, 民 RJ, 出 下面 的 
EC S ELM X. 
Ca, (00 0,0 (2,02U9, 
RS}, Aj) 


J&E ES 
最 后 只 须 验 明 此 区 组 集 满足 815 的 甲 种 行 的 条 
f. mE s 

827. 【命题 ] x REC,,m RcRFY, (4s 
1512). 

证 明 ， 依 825 中 的 方法 确定 KAMEN 
FEC4,1,1,3, R RMY 4 HARA M 的 元 素 
构造 RTC4.4), Amia (FE, RT), di §11 
Yat MMK RARAY FEC, 1, 4535 
Ri, 并且 FE 的 每 个 ESi; 由 4 个 行 haxe 
M') 所 组 成 〈( 见 86 ) . D mE 

REA SODUM'MG,, 以 之 构造 RB， 
“C4,1,163 (826) , 88 r 的 全 体 元 素 组 成 的 
ka v. RERA gu ( U, asy As) 


| g€EQ* —n 


URB,; 在 取 去 其 中 的 组 b 后 ， 由 $13 知 所 得 
JE FY ,(4,1,12, R), ERE 属于 = rt UM! 


@@ 实 际 上 ， §11F Sy =O RTD bi BX N B5, ——H 
A. | E 
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MK,4 RB, 中 被 取 去 组 U HARA FBS 
组 成 一 新 的 行 ， 它 满足 815 的 乙 种 行 的 条 件 ， 
FY, 的 其 余 区 组 可 以 组 成 4 个 甲 种 行 hy(XE 
M^, 


h,= e, U ch, A) UR 
jeE(2 ? -p 
这 里 hok RB, 中 不 包含 组 b 的 菜 一 行 。 注 意 

到 87 (iii) 这 一 点 便 易于 验 明 。FY ,的 区 组 既然 可 
以 分 成 甲 、 乙 种 行 ， 可 见 命题 成 立 。 

$28. [6M] # REC,  RERFY,, 
(4415125, | 

EA. BR 827 中 方法 构成 的 RFY.C41; 
12,R), 其 元 素 属于 (4) UM'MK, & o= 
(555420. ERA U A 中 任 取 一 X 

jego!-n 
a, it ac Ai, REM RFY, 的 每 一 行 hx 中 
取 去 区 组 集 S.《XE€ MM)， 
S = 6, (<hj,*,@>), 

代 之 以 由 eMUM'MK 中 元 素 构 成 的 sooz= 
U S5, S", 如 下 面 所 示 《属于 MM'K Wd 
Yeu 
只 写 出 其 在 M'M LARE, EK 上 的 投影 ， 
组 中 第 一 信 元 素 为 QA, 4 —^ IX 为 “Q, 第 三 
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BEN _ 
ARRA ”G1io， 第 四 个 元 素 为 - ande 
SCG 0,30 GB, 120 (3,1 92s 
C2, 293), y) WAY) 
CD (513) 0,2 4 30 052 102, 
Coy pd, 14) G Ws 
CG 3) (0.4) Gry) (2, 1* 1035 
S CO DO 04g Os 15001! 
CCL yY) (0, 1-22 0,2 30 (5,2 NM) 
IDEEN 5] Ms 24H], 
CQ, 123) (5: G2) (0, 24302, 
C3. WD ds, WD O 1 + Gy), 
St. C(0, 10 03D. (0, 1+y) (0, 15302 
CO, Gu Gs 14930 05902, 
(3, 143 Coy) C521 2,2 102» 
CO,143) 0,11) G, WD (232 
CAY G, 1*2) 3,2 *:0 (5 2 2 
Sy: CO, DO G 199) (154202 
By»  y Gy O 132, 
CQ. 4) (0,3) (3, 1+y) (2, y) | 
C, y) (3, 1-132 (0,2 9-10 O,2+ WW) 
C0, 2+D BD ZY. 
取代 后 hy ZR hi, AFE UM UM MM 
K, hh 满足 甲 种 行 的 条 件 。 再 补充 4 个 乙 种 ， 
ft h," (xe V», Hea RFY',C4,1,12, BR) 
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h," = ud), De =C(%,1,4) Ox, 

ly ~@) (3*x,2.,a894) (24%, 25 - ANo 
为 了 证 明 这 一 点 ， 只 须 验 明 其 满足 89 中 的 条 
FD. 

$29. (31) # REC, q-18t, 4At<k 
-1,4*q€ RB(4,1), 则 4+ q+ 12h € RB, 
D. | | 

GEA, TAS 824 引 类 似 。 据 $15 中 的 X 
E, RAA RERFY,.,64,1,12), 4t=0 和 
工时 这 已 在 $27 和 828 中 证 明 ， 但 $28 的 aiit 


RIA- e, ARRP t 个 进行 分 新 


可 得 RPY,4C4,1,12, R3, 
【定理 】 vERB(4,1) WHE AH E 
4(mod 12), 
ER 必要 性 由 C1) 和 (2) m. 
V= dt 12R’, 
1, R'237 的 情形 ， 35 C， 中 整数 的 序 
列 ，37，45,53,65，81,101, 125, 153, 185， 则 恒 


i 


© 为 便于 检验 我 们 指出 ， 落 单 看 元 素 在 MX' 上 的 投影 ， 同 
时 招集 “了 的 所 有 元 素 认 作 是 相同 的 ， 那 么 bbs 


fi Sro € MOWISRTCAES 的 5 个 行 ， 这 里 六 的 全 
HDESUMT £M o Mee, 


"omo 


HEE RR 2PM PH RRR, R, OT O4 
两 个 式 子 成 立 : | 

5°R, SR! «Ss RB, AR BR, 
EX S TAA EWI (45) PRR = 
5°B,)。 | 

2. B'<37 t X. R Ho=100, HAD 

在 前文 中 直接 找到 构造 公式 (参阅 附 表 二 ) 以 下 
给 出 RPY.4,1,4,252 的 一 种 构造 ， 从 之 可 以 
#432 RBCA,1, 1000 (§15), & g 是 GF(25) 
PyR, A Eg -1=g", q=1 (mod 2) 
(这 样 的 元 根 是 存在 的 ) . RETR a, TH 
的 集 4 中 所 含 的 GB(25) 的 八 个 元 素 互 不 相等 ， 

A= 10,1.95,g5,a,9** a,g^ - a,g'* +a}, 
关于 GBP(25) 的 4 的 补 集 记 作 4c。 

dr t-EGOOGFQS), WH v 中 元 素 构 成 
的 RFY.CG4,1,4, 25] 包括 着 一 个 四 种 fi bf 
ALE he (2 © 4); 


U 
b = YEE) (b,U by’ URDD, 
ZC€AC 


b, - CCy,0)(y ,g" ) (y , gf9 )(y get, 

b, = Cy ag" )(g Cg - a)g" )(y , Cg? 
*e)g")(gys(g* -a)g?)2, 

b,=((4,2)(1,29°)(2,29'*)(3 szg) 
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